Nauc¢nNt RAD

dr Sefket Arslanagi¢, redovni profesor
Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Sarajevu

O jednoj logaritamskoj nejednakosti i njenoj
primjeni
UDK 517.3

Sazetak

U ovom radu ¢emo dati jednu logaritamsku nejednakost i
ukazati, kroz viSe primjera, na njenu znacajnu primjenu u
izracunavanju pribliZnih vrijednosti nekih odredenih integrala, ¢iji
se neodredeni integrali ne mogu odrediti elementarnim putem
(rijec je o eliptickim integralima). Takvi integrali su, na primjer,

2 2 .5 ﬂ . .
[eXdx, [e™* dx, [sinx?dx, | " dx, i drugi.

Kljuéne rije€i: logaritamska nejednakost, odredeni
integral, priblizna vrijednost odredenog integrala, Bernulijeva
nejednakost.

Logaritamska nejednakost i njen dokaz
Rijec¢ je o sljedecoj nejednakosti:

In(t+1)<t; t>-1, (1)
Dokaz: Nejednakost (1) je ekvivalentna nejednakosti:

et>t+1; t>-1. (2)
Formirajmo funkciju:

f(t)=et—t—1;t>-1.
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Imamo:
f’(t):et -1 ’

paje f(t)=0 za t=0, a f'(t)<0 za -1<t<0, te f(t)>0 za t>0.
Dakle, funkcija opada na intervalu (-1,0), a raste na intervalu
(0,4c0), pri ¢emu je f(0)=0. Zato je f(t)=0 za sve t>-1, §to je i
trebalo dokazati. Jednakost u (2), odnosno u (1) vazi ako, i samo
ako je t=0.

Primjena nejednakosti (2)
Primjena 1. Dokazati da vrijedi nejednakost:

2 1 2 T

3< g e dx< 7. (3)
Dokaz: Stavljajuéi u nejednakost (2) da je t=-x?, dobijamo

nejednakost ¢*° > 71— x2. (Uzeli smo da je t#0, odnosno x#0, pa

vrijedi u (2) stroga nejednakost). Ako sada stavimo u (2) da je

t=x?, dobijamo nejednakost ¥ >71+x2 (t#0, tj. xz0). Iz

nejednakosti ¥ >71+x2 slijedi da je e < . Dakle, imamo

1+ X2
sada sljedecu dvojnu nejednakost:

1-x°<e X <

1+x2°

IntegriSu¢i ovu nejednakost u granicama od O do 1,
dobijamo:

1 9 1 2 1 dx )
(J;(l—x )dx<£e dx<£m’tj_

3 Ly

- ‘ﬂdx<cwctxl

X3 <(j)e x|, »
0
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a odavde:
1 T
1-= |<[e¥dx<arctgl
3 0
odnosno:
2 1 2 /4
§<_[e Ydx<7, qed.

0

Napomena 1. Buduéi da je %: 0,66666..., a % =0,78539...,
imamo da je sada iz (3):
1
0,66666...< [e dx <0,78539....
0
Primjena 2. Dokazati da vrijedi nejednakost!
4 1 x2 e+2
§ < ge dx < T . (4)

Dokaz: Stavljajuéi u (2) da je t=x?, dobijamo nejednakost
e¥ >x2+1. S druge strane, na osnovu Bernulijeve nejednakosti,
imamo:

e =[1+(e—1)" <1+(e-1)x2; xe(0,1).

Sada imamo dvojnu nejednakost:

xZ+1<eX <1+(e—1)x°.

IntegriSu¢i ovu nejednakost u granicama od O do 1,
dobijamo:
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odnosno:

a odavde:

Napomena 2. Uzimajuci

e+2 47183..
3 3

et

0

(x2 +1) dx<}e’<2dx<}
0

[1+(e—1)x? Jdx, .

1 2
<[eXdx<

x+(e—1)-§:|

1

9

0

1
X x
3 ) 0

1 1 2 e+1
—+1 X 1+ —
3 <(J;e dx < 3

<JeXdx< , q.e.d.

Wl AN
|3
N

S —=

u (4) da je

=1,5727..., imamo da je:

1
1,333< [e¥dx<1,5727....
0

Primjena 3. Dokazati da vrijedi nejednakost:

Dokaz: 1z nejednakosti (2) slijedi sljedeca nejednakost:
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Stavljajuci sada da je t=tg°x, dobijamo:

2
eI < =cos’ x,

1+tg°x
a odavde, integriSuci ovu nejednakost u granicama od x=0

T,
do X=Z’ imamo:

T T
4 4
[e79"*dx < [ cos? xdx *
0 0
a kako je:
T T T T
1 2 xd. L 1 2 ! Zd 1 2xd
b[cos xdx 2({( cos 2x )dx ng 2)[cos xdx

T

= 1
4 - -
|0 + 2sm2x

I
2

T

4 1(71' 1) T+2
—_ — —+— e —

0

to imamo da je:

e—tgzxdx< T+2 , q.e.d.

S — iy

Primjena 4. Dokazati da vrijedi nejednakost:

esinZ Xdx<1- (6)

S — [y

Dokaz: 1z nejednakosti (2) slijedi sljedeca nejednakost:
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e '>1-t;(VteR),
a odavde:

1
t<—‘ —o0 .
el S Vie(~e1)

Stavljajuéi sada da je t=sin? x, dobijamo:

. 1 1
sin?x « _
e - 2

1-sin’x cos

’
X

a odavde, integriSuci ovu nejednakost od x=0 do x= dd

T P
4 in2 4 dx % T .
SN Xy < = tX’ —taZ _ta0=1- Y-

g gcoszx (g)o 94749

T

4 d

[ sin? xdx<1- 9-€-¢-

0

Napomena 3. Koriste¢i poznate nejednakosti:

X3<'n<' Oﬂ
X 3] sinx< Xx; Xe€ >

2 2 4
l—x— <COS X< l—i—i-x—;VxEIR,
2! 2! 4!

mozemo procjenjivati vrijednosti odredenih integrala:

_ dx’

X X

T

; . 2
sinx CoS X

dx 1|

0

O —N Y

kao i:

]

T

V4

2 2 2

[ sin(sinx )dx, [ cos(cosx )dx, [ sin(cosx )dx -
0 0 0

Dokazuje se da vaze nejednakosti:
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/1 T
Xsint 8 2 2
det >0; Vx>0, 3< [ sin(sinx )dx <1, 1,17 < | cos(cos x )dx < 1,21
0 0 0

i sin(cos x )dx > g :

S —N N

Zakljuéak

Moze se opravdano reci da je nejednakost (1), odnosno njoj

ekvivalentna nejednakost (2) veoma pogodna pri procjeni nekih
vaznih odredenih integrala koji se ne mogu tac¢no izracCunati
elementarnim putem. Ovo se cesto primjenjuje u mnogim
teorijskim i prakti¢cnim problemima.

Literatura

1.

2.

Adnadevi¢, D, Kadelburg, Z, Matematicka analiza I,
“Nauka”, Beograd, 1998.

Marjanovi¢, M, Matematicka analiza I, “Nauc¢na knjiga”,
Beograd, 1979.

Mesihovi¢, B, Arslanagi¢, S, Zbirka rijesenih zadataka i
problema iz matematike sa osnovama teorije i ispitni zadaci,
“Svjetlost”, Sarajevo, 1988.

Polya, G, Szegd, G, Anfgaben und Lehrsditze aus der
Analysis (4. Aufl), Springer, Berlin-Heidelberg, 1 (1970), II
(1971).

Rudin, W, Principles of Mathematical Analysis (2"* ed),
McGraw-Hill Co, New York, 1964.

95






