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Teorema srednje vrijednosti za Pettis, McShane i Kurzweil-
Henstockov integral funkcija s vrijednostima u lokalno-konveksnim
prostorima

Sazetak

Teorema srednje vrijednosti za Rimanov integral dobro je poznata u
matematickoj analizi. Jedna sli¢na teorema za Bohnerov integral za funkcije s
vrijednostima u Banahovim prostorima data je u [8]. U ovom radu, dokazuje se
teorema srednje vrijednosti za Pettis, McShane i Kurcweil-Henstockov integral

funkcija s vrijednostima u lokalno-konveksnim prostorima.

Kljuéne rijeci: Bohner-integral, Petiss-integral, McShane i Kurzweil-Henstock-

integral, teoreme o srednjoj vrijednosti, lokalno-konveksni prostor.

Uvod

U ovom radu uoceni su novi odnosi koji se stvaraju na jednom lokalno-
konveksnom prostoru, gdje su koriS¢eni poznati pojmovi integracije na ovim
prostorima konsultiraju¢i naro€ito definicije date kod [7] i [5]. Ovdje su uzete u
razmatranje veze izmedu klasa integralnih funkcija Bohnera, McShaina i Petisa. Rad
se odnosi na teoremu o srednjoj vrijednosti za Pettis, Makshein i Kurzweil-

Henstockov integral funkcija s vrijednostima u lokalno-konveksnim prostorima.
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Definicije i simboli

U drugoj tacki ovog rada, X-prostori smatrace se kao jedan Banahov prostor.
Trecu tacku obiljezicemo s V, Sto je lokalno-konveksan prostor. S obzirom da su
odgovarajuce definicije u Banahovom prostoru veoma poznate, pozivajui se na
primjer [3] ili [5], moZemo istac¢i jedan relativan broj novih definicija na lokalno-
konveksim prostorima koje su prosto uopéavanje onih u slu¢aju Banahovih prostora.
Za ove definicije pozivamo sena [7], [1]1[10].

Pretpostavimo da V, kao lokalno-konveksan prostor, sadrzi topologiju 7 i
dualnu topologiju V*. S P(V) obiljezimo familiju neprekidnih polunormi t na V,
dakle topologjija V je generirana od P(V).

Zaskup Es p(E), m(E) i yy,, nazvatemo redom Lebegovu mjeru, mjeru

prebrojivih aditivnih vektora i karkteristicno funkcije skupa E. Po Lebegu, familiju
samjerljivih skupova smatra¢emo simbolom X. Pod intervalom podrazumijevamo
jedan kompaktan interval na R . Jedna kolekcija intervala naziva se disjunktom ako
se njihove unutra$njosti ne sijeku. Podjela C u S=[a,b] je jedna kolekcija {(I;, t;) :

i=1,2,...r}, gdje su Iy,..., I; nenametnuti intervali, gdje ti,...,t; pripadaju S. (S,Z, ,u)

je prostor vjerovatne mjere.

Neka je EcR, kaze se da je podjela C.
a) jepodjelau Eako | J I, cE
b) jepodjelaEako | J I, =E;
C) je Peronova podjela ili K-podjela, ako ti € I;, i=1,....,r
d) ako za t;j trazimo samo t; S, podjela ¢e se zvati M- podjela.

Neka je f:S—>X i1 C={(I, t) : i=1,...,r} jedna podjela u S, Rimanova integralna
suma naziva se suma:

o(£,0)= X f(t)u(l)
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Dijametar na ECS je pozitivna funkcija 0:E —]0, oof na E. Za dati dijametar & na
E jedno podjela C={(I;, t;) : i=1,...,r} u S naziva se d-fin ako [; < ]t; - o(ti), ti+o(t;)[.

Funkcija f: S—X naziva se:
a) jako mjerljiva ako postoji niz prostih funkcija (f,), koje odgovaraju
normi ( kratko s,s ) na S, dakle fn(t)i> f(t) ss.,

b) mjerljiva je po polunormama ako za svako peP(X) postoji niz
prostih funkcija (f)), tako da: il_)nglo pSIO—f()=0 ss.
c) slabo je mjerljiva ako je funkcija x*f mjerljiva za svako x*eX*.

Definicijal. Funkcija f : S—X naziva se jako integrabilna ili integrabilna po

Bohneru ako postoji niz prostih funkcija (fu). takvih da je:

(i) 1,00 f(), ss.

(i) p(f()-fa(?) ELI(S) za svako neNipeP(X) kao i ylli_Ing(f(t)—f” (¢))dt =0 za svako
N

PePX);
(iii) J' f, odgovara u X za svaki mjerljiv podskup A skupa S.
U ovom slucaju integral:

@)=t

je Bohnerov integral.

Definicija 2. Funkcija f . S—X naziva se integrabilna po polunormama ako za
svako p eP(X) postoji niz prostih funkcija (f7), tako da:

(i) lim P, @O = f©)=0, ss.
(i) p(f(t)-fu(t) ELI(S) za svakoneNi peP(X) kao i %iigjp(f(t)—ﬁp (H)dt =0 za svako
pePX);

(iii) za svaki mjerljiv podskup A iz S nalazi se element y,eX takav da
lim p(f f7(t)~-y,)=0za svako peP(X). Uovom slucaju obiljeZzavamo yA=J' 1.

Jasno je da je funkcija integrabilna po Bohneru i integrabilna po polunormi i da se
obje definicije poklapaju u Banahovom prostoru.
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Definicija 3. Funkcija f : S—X naziva se integrabilna po Petisu ako x*f je
integrabilna po Lebegu u S: za svako x*eX* i za svako E €% mogu se naci vektori
m,(E) € X takvi da x*(m(E))=[x*f(t)dt za svako x*eX*.

Odredimo funkciju:
mL—>X ,m(E)= If(s)du ,EeX koja se zove integralna mjera funkcije
E

S . Poznato je da m, je mjera prebrojivog aditivnog vektora apsolutno neprekidna u
odnosu sa Lebegovom mjerom x4 1 piSemo v << u, odnosno dv<<du, ako je
(VE e D)[(E)=0=m(E)=0].

Upucuju¢i se na [6], [5] 1 [11], sjetimo se definicije o lokalno-konveksim
prostorima McShainovog i Kurcweil-Henstockovog integrala.

Definicija 4. Funkcija f: S—X zove se McShain —integrabilna odnosno Kurcweil-
Henstock-integrabilna, ( kratko MCS —integrabilna odnosno KH - integrabilna) u S,
ako se moze naci jedan vektor weX , koji ima sljedece navedene osobine.: neka je
data &>01ipeP(X), tada se nalazi jedan diametar 6, u S, tako da za svaku podjelu,
Oy-fin, odnosno Perronova podjela C={(I; t;) : i=1,...,r} koja je iz S, tada imamo:

p(a(£,0)- @ )<e.

UopStavanje pojma esencijalne vrijednosti za integrabilne funkcije po s -ju sa
vrijednostima u jedno lokalno-konveksnom prostoru [PNOM]

U ovom se dijelu govori o vektorijalno-topoloskim odnosima izmedu
esencijalne vrijednosti i srednje vrijednosti jedne vektor-mjere.

Definicija 5. Ako je lokalno-konveksni prostor (V,t), potpun po nizovima, i svaki

ogranicen skup u tom prostoru je metrizabilan, tada, krace, kazemo da lokalno
konveksan prostor (V,7) ima osobinu [PNOM].

Familja
B=U,,ePV)U,, = mIUa’E za svaki ogranicen podskup I — Ai za svako & > 0}

bice jedna baza okoline nule u lokalno konveksnom prostoru (V,7), gdje je 4
skup indeksai U, ={xeV/p, (x)<&}.
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Definicija 6. Neka su dati prostori potpune vjerovatnoce (S,Z, ,u) i lokalno
konveksan prostor (V,7) koji ima osobinu [PNOM]. Tada je srednja vrijednost
samjerljivi skup E €X", mjere prebrojivog aditivnog vektora m,:X—V pou,

koji se obiljezava A, (m):

AE(m)={m(F) eV/FeZ*,FcE}
H(F)

Definicija 7. Neka je dat lokalno konveksni prostor (V,t) koji ima osobinu

[PNOM)] i skup A na ovom prostoru. Tada, zatvaranje konveksne obvojnice skupa A
zovemo zatvorena konveksna obvojnica skupa A. Simbolickim zatvaranjem
konveksne obvojnice skupa A obiljezavamo co(A).

Definicija 8. Neka je data funkcija f:S —V, integrabilna po u-u lokalno
konveksnom prostoru (V,r) koja ima osobinu [PNOM]. Tada cemo je nazvati
esencijalnom vrijednoscu funkcije kod f nad Ec€X skup xeV takvih da za
svako &> 01i za svaki konacan podskup I skupa A , imamo :

u({seE/(VaeDp,(f(s)-x)<el})>0

Obiljezavamo sa th,(f), esencijalnu vrednosti funkcije f nad mjerljivi skup
E . Dakle, imamo:

th(f)={s€E/(VaeDp,(f(s)-x)<e}={seE/ f(s)ex+U,,| =
=f"(x+U,,)NE
Stoga je:
th.(f) :{xe V/,u(f'l(x+U,’5)mE) >0, za svako I — A (I konacan) i V&‘ZO}
Bazirajuéi se na definiciju 8. lahko se uoc¢ava da za svako E € X, imamo :

a) Skup th.(f) je zatvoren podskupu V.

b) thy(f) = f(E)

Lema 1.( [5] ). Neka su lokalno konveksni prostori (¥,7) koji imaju osobine
[PNOM], i podskup C zatvoren konveksan i ograni¢en u datom prostoru i
E eX". U uslovima ako je funkcija f:S —V integrabilna, tada :

the (/)N S(E)# ¢
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Posljedica 1. Neka je dat ograni¢en podskup C, lokalno konveksnog prostora (V,7)
koji ima osobinu [PNOM], funkcija f:S— C integrabilna po x u lokalno-
konveksnom prostoru (V,7),1 E € X", tada je skup:

M={seE/ f(s)&th,(f)} s mjeromnulapo .
Zaista, ako pretpostavimo da p(M)>0 tada iz Leme 1. slijedi da se moze
na¢i s e M tako da:

f(s) ethy, (f) < th(f),

koja se protivi definiciji skupa M 1 obara pretpostavku. Dakle, ostaje da
uM)=0.

Iskaz 1. [7 Iskaz 2] Neka je (E,), jedan niz mjerljivih disjunkivnih skupovana S i
(Xn)n jedan nizna V. Neka je f: S—V takva da:

fO = x,7; (x).

Ako red ) x,u(E,) konvergira na bezuslovni nacin, tada je funkcija f McS-

integrabilna na S i
McS)[ f =3 x,u(E,) .

Primijeni¢emo Cinjenicu da je svaki konveksan podijeljeni prostor projektivni limes
normalnih prostora (vidi [2, str.86]). Za svaku neprekidnu polunormu p na
koneksnom prostoru V, p™(0) je vektorski prostor i p odreduje jednu normu u
V\p'(0). V, je Banahov pridruZeni prostor koji se zove dopuna linearnog prostora
normiran na X\p'(0) i T, je kanonska projekcija 'V na V,,. To znaci da je V jedan
projektivni limes prostora V, pomoc¢u kanonskog projektiranja m, , V na V.

Za jednu funkciju f: S—V 1 za svako peP(V), definiramo funkciju £, : S—>V,
pomoc¢u formule:

fo(O)=(1tp - DO=rep(f(1))

zateS.
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Glavni rezultat

Teorema 1. (Teorema srednje vrijednosti) Ako je funkcija f: S —> K (gdje je K

konveksan skup, zatvoren i ograni¢en u prostoru koji ima osobinu [PNOM)])
Pettis integrabilna i mjerljiva po polunormi, tada je ona McShane integrabilna (KH

integrabilne) i obje se poklapaju. Tadaza E €X" imamo:

A(my) <t (B)) (1),
Sto znaidase zasvako FeX’,F c E nade x. eco(th.(f)) ,tako da:

(P)] S (s)dp=(MeS)| f(s)dpe = (KH)[ [ ()dpa=xpui(F)  (2)

Dokaz: Neka je funkcija f Pettis integrabilna i mjerljiva po polunormi i neka je
pePWV),tadaje:

f,=m,0f SV,

mjerljiva funkcija i Pettis integrabilna, prema tome iz [9, Teorema 17] uzimamo da
je f,(#) McS integrabilna s integralom:

(McS)[ £, (s)dps=7,(v,(S)).
N

Neka je £ >0fiksirano, tada postoji jedan dijametar, J,tako da ako
C={,t)/i=123---r} jejedno &, - fine na S, imamo:
p(a(f,,,C)—(McS) | f,,j <& ()

N
S obzirom da je:
p(a(fp,C)—<McS> | fpj = p(7,(a(/,0)-v,(9)))

S

iz (3) dobijamo:
p(7,(0(/.Q)=v/($)))= p(o(/.O)-v,(9)) <&

Time smo dokazali prvi dio teoreme.

m(E)

Da bismo dokazali drugi dio teoreme, dokazujemo da E eco(th.(f)).
Y7,

Prema tome, dovoljno je dokazati da za svaku okolinu nule U, , € £, imamo da:
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(% +UMJn colth, (/) # ¢

Neka je data bilo kakva okolinanule U,, € 5.
Obiljezimo: p =sup{p, € P(V))/ a €I} tada je ova jedna neprekidna polunorma na
prostoru (V,7) i U, cU, . Dokazimo da je:

[%+Up,gjﬂCO(IhE(f))¢¢

S obzirom da se srednja vrijednost m - nad S obuhvata u K, imamo da:
m(F)

€K zasvako FeX' ,isobziromdaje K ograni¢enou (V,7) prostoru,

u(F)
tada postoji k, eR" , takodaje (Vce K)[p(c) < kp]
dakle,
m(F)J
Pl ——|<k 4
[ﬂ(F )) !

Sto ¢e kao posljedica biti:

p(m(F)) <k, u(F) )

Ovoznaidaza EcX’ iza ¢>0 (dakleiza % M(E) ) postoji takva 6 >0

(o= M(E) ))daza FeX' FcE i u(E)<od ,imamo da:

| &

1.
kp
p(m(F))S%ﬂ(E) 6)

S obzirom da je funkcija f i integrabilna po x u prostoru (¥,7) , tada postoji niz
prostih funkcija (f,),., uprostoru (V,7) takoda :

a) f.()—f(t)ss. po u nad S. i

b) za svako FeX imamo niz U f.d ,uj koji konvergira u prostoru
E neN

7).
Dakle, za 0 >0 postoji F eX*,F < E takvo da:
. £
M(ENF)<d6 ( cak ﬂ(E\F)<§ﬂ(E)/I(F) ) (7

P
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iniz (f,),.y uniformno konvergiranad F, kod funkcije /. Primje¢ujemo da:

() [8)  2)

(E)  u(F) wE) wE)) \wE) wF)))

. (@_m(F)}_ (m(F)_m(F)J:
ME)  u(E) ME)  u(F)
1 W(E\F)

SR E\F

a5y E ) )
1 ¢

€ —

p(m(F))<

Dakle:

[@@j_ ®
MWE) uF)) 3

m(F)

Dovoljno je dokazati ( +U 2Ejﬁco(thE (f)#¢. S obzirom da niz (f,),.y
/u P

(F) 3
uniformno konvergira nad F, kod funkcije /', postoji n € N tako da za n>n,
imamo p( f(s)—f,(s)) <§ zasve seF ,isobzirom da:

[1@du > [r©)du

u prostoru (V,7) , postoji n, € N , tako da za n>n, , imamo

p@ﬁ(s)dy - j f(S)dﬂj<§u(F)

Kao posljedicu imamo da:

[f&du [ f()du
F _F _ 1
Pl uF) | wuE’

( [rdu - | fm<s)dyj<

L&

_¢
<m3ﬂ(F)—3

Dakle:
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[r&du [ f)du

b [ u(F) wF |3
p[

ili:

() J f.(s)du

<
U(F) HU(F) 3

Dovoljno je dokazati:

Ju(s)d

FuTJFUP’? Neo(th,(f)#¢.

Primjecujemo da:
4
[£,(8)dp= u(E,"F)-x,
F i=1
ako su:

4
fo =z X5, (s)-x; za svakoseS, gde su x, €E, , y,(s) karakteristiCne

i
i=1

funkcije skupova E €X za i=1,2,3---/ i ovi skupovi su dva po dva disjunktivni 1

Obiljezimo M ={se F\ f, (s)¢& th,(f,)} tadaje po Lemi 1.1 posljedica 1. Skup

M je skup sa mjerom nula, po .

Primjeéujemo da ako x, ¢th.(f,) , i s obzirom da E =f,'(x,) tada
[ (x)NF=ENFcM. Dakle, ako je x, ¢th.(f,), tada u(E,NF)=0. Ovo
znaci da ako razmatramo samo element x; ( za i=1,2,3---/ ) koji je esencijalne

vrijednosti od f,, nad F i zanemarimo druge, vrijednost integrala I [, (s)du se ne
r

mijenja, dok se funkcija f, mijenja nad jednim podskupom od F, koji ima mjeru
nula po 4. Obiljezimo ove elemente sa «, , zar j=1,2,3---1, ([, </ ). Tada ¢emo
dobiti:
A I
[ $)dp= 2B, O F)- = S, OF) -y i E; ) >0, jer
F = J=
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a,eth,(f,) ,za j=1,2,3---1, , i:

12
Ju(8)= Z;(EN(S) -a; zasvako seF.
J=1

Ako obiljezimo sa F/ :Ej. NF za j=1,2,3---1, ,imacemo da:

h
fm(S)=z;(Fj(s)-aj zasvako se F i

J=1
I f.(s)du= Z MU(F;)-a; , gdje se podskupovi F, ne sijeku dva po dva

& H(F)
= u1(F)

WFE)>01i a,eF, ,za j=1,2,3---1, .Takoder, primjeujemo da

S sobzirom da:
g
p(f($)=1,(9))< 2
za sve seF , i a;eth.(f,) , tada po ( [S5] Leme 2. str47) za svako
J=1,2,3---1, naticese b, eth.(f) daje :

p(a,~b, ))s% %

Kao posljedicu imamo:

_[fm(s)dﬂ L [ (F) J

B :
i _ - du= w(F Y, |=
e Z PG @fm(S) H ]Z::,,U( ,)b,J

b 1
(F) (Zﬂ(F)a —Zﬂ( )b j: (F) (Zﬂ(F )(Cl -b. )j
sm[; p(ﬂ(F,-)(aj—bj))} PG [Z H(F)p((a, bj))}

1 | & el & 1 | &
—F)[;,U(Fj)g} =§m[;ﬂ(ﬂ)} =§

Dakle:
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[ 1 ()du (

o (F) J &
H(F)

< —
uE) )3

I, F.
primjecujemo da b, €th,(f) ,za j=1,2,3---1, i Z%=l , Sto znaci da:
’ j=1 M

‘IZ(” S Jeca(thF(f»cco(thE(f))

Dakle, dokazali smo:

[ £,()du
FIIT bt Neo(th, (f)) # ¢
Prema tome: x. €co(th,(f)) ( miF) eco(th.(f ))J 9)
' " H(F)

Sobzirom da je f integrabilna, tada se za 0" >0 nade F,eX’ ,F,cE tako da
U(F\F;)<d6" (iza),b),i(7) ) iimajuéiu vidu da smo dokazali (9), imamo:

’"(ﬁi e o (thy (1)

5

1 kao posljedicu ZE?; eco(th.(f)) jer co(thy, () cco(th.(f)). Ovo znaci da se

o

moze naci x, € co(th.(f)) , tako da:

F,
P(XF_MJ<£ (10)
u(Fy) ) 2
Dokazimo i da je x,. trazeni element. Slicno kao §to smo dokazali i u (8),
primjecujemo da:
(F (F,
p(m_,( ) my( 5)J<£ (11)
u(F)  p(Fy) ) 2

koriste¢ii (10), imamo da:
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m, (F) m(F)) (m(F) m(Fy)
328 )
U(F) H(Ey) W)  u(Fy)
=P(xp—mf(F:$)J+p(mf(F)—m‘f(Fé)j<£+£=8
uFy) ) PP iy )22

Sto znaCida je x, traZzeni element.

Zakljucak

Opcenito u jednom lokalno-konveksnom prostoru nije izomorfno s
projektivnim limesom Banahovim komponentima, ve¢ samo s jednim guSéim
potprostorom u tom prostoru. Ovo je razlog da osnovni pojmovi integrala u
Banahovim prostorima nemaju jasno analogne pojmove na bilo kakvom lokalno-
konveksnom prostoru. U lokalno-konveksnom prostoru, koji ima osobinu PNOM,
utvrduju se pojmovi koji su analogni i jasni s integralnim pojmovima funkcije s

vrijednostima u lokalno-konveksnom prostoru.
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