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KOSINUSNA OPERATORSKA FUNKCIJA 1
TEOREME APROKSIMACIJE
SAZETAK

U ovom radu je data defincija kosinusne operatorske funkcije, njene osobine, te je rijesen
problem zasicenja za jako neprekidnu kosinusnu operatorsku funkciju.

Kljuéne rijeli: kosinusna operatorska funkcija, problem zasicenja, teoreme aproksimacije.

UvoD

Neka je X kompleksan Banachov prostor sa normom ||:||, B(X) skup svih
ogranicenih linearnih operatora na X.

Definicija 1.1 Funkcija C:R - B(X) za koju vrijedi:

(i) C(0) =1, gdje je I identicki operator;

(ii) Ct+s)+C(t—s)=2C(t)C(s)zasvakot,s ER;

nazivamo kosinusnom operatorskom funkcijom.

Ako pritom vrijedi jos i

(iii)  C()x:R - X je jako neprekidna za svakox € X,

onda za C(t) kazemo da je jako neprekidna kosinusna operatorska funkcija.
Infitezimalni generator A kosinusne operatorske funkcije C(t) definisan je sa
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Ax = limt_>0t£2 [C(t) — I]x za samo one x € X za koje ovaj limes postoji u jakoj

topologiji na X. Vise o osobinama kosinusne operatorske funkcije moze se naéi u
[91, [10]1[11].

Sljedeca teorema govori o Taylorovoj formuli za kosinusnu operatorsku funkciju C.
Teorema 1.2 (Taylorova formula) Neka je C(t).cr jako neprekidna kosinusna
operatorska funkcija, A njen infinitezimalni generator i x € D(A™),n € N. Tada za
t € Rvrijedi

C(t)x—x+ Ax+ e —
(1.1)

( X+ fo an 1),C (s)A™x ds

Sada ¢emo navesti dva rezultata koji su nam potrebni u ovom radu.

Teorema 1.3 (Mazur) Neka je w —lim,_ o X;, = Xo U normiranom prostoru X.
Tada za svako € > 0 postoji konveksna kombinacija ¥_y ajx; (a7 = 0,37 a; =
1) x; —ova tako da vrijedi ||xeo — X}y ajx;|| < €.

Teorema 1.4 (Eberlein-Shmulyan) Banachov prostor X je refleksivan akko je on
lokalno sekvencijalno slabo kompaktan, ti. X je refleksivan akko svaki strogo
ogranicen niz iz X sadrzi podniz koji slabo konvergira ka nekom elementu iz X.

U ovom radu ¢emo razmatrati pona§anje operatora

T, (t) = C(t) — X0zs (Zk)' Ak (gdje je n pozitivan cio broj) (1.2)
u okolini tacke t = 0. Korlstem Teoremu 1.2, za x € D(A™), t € R, dobijamo
To(Dx = [ “(25) C(s)A xds (1.3)

Teoreme zasicenja

Znamo da je A™ za svakin = 1,2, -+ zatvoren operator sa domenom D (A™) gustim u
X.
Pri tome je A infitezimalni generator jako neprekidne kosinusne operatorske
funkcije C(t)¢er-
Ako u D(A™) uvedemo n-normu
llxlln = llxll + 1A (| + -+~ + [[A™x]I,
tada je D, = {D(4A™), ||-||,.} Banachov prostor.
Vrijedi i sljedeca lema.

Lema 2.1 Ako y € D(A™), tada

I2n)! 2" T, ()y — A"yl = (1) (¢ - 0).
Stavise, ako x € D(A™ 1), x; € D(A™) za k = 1,2+, ||xx — X|lp_y = 0 i ako je
{A™x, } ogranicen niz u X, tada vrijedi
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IT,@xll = 0&*™")(t - 0).

Definicija 2.2 Zavrsetak od D,, u odnosu na D,,_1 oznacen saﬁf"'l Je definisan sa
D™ = Upso Sp(R)" %, gdjeSp(R) = {y € Dy llylln < R} i S, (R

predstavija strogo zatvorenje Sy (R) u odnosu na Dy,_;.

Koriste¢i ovu terminologiju, Lemu 2.1 moZemo iskazati i ovako: Ako x € ~,Ll) L
tada ||T,, (t)x|| = O(£?™). U soprotnom smjeru se dobija da vrijedi:

Lema 2.3 Ako x € D(A™Y) i lim,_ot ~2"|| T, (t)x|| < oo, tada x € D2

Posljedica 2.4 Ako x € D(A™™Y) i za neki niz {t,} - 0 vrijedi (2n)! t,~2"T,,(t,)x
w w N

-y, tadax € D(A™) i A"x = y. (ovdje =y i — y predstavlja slabu, odnosno jaku
konvergenciju na X, respektivno).

Dokaz. Lako se pokazuje da vrijedi

x(t,) € D(A™), x(t,) 5 x i A"x(t,) = (2n)! t,72"T, (¢, )x.

Tada, koriste¢i Teoremu 1.3 neki niz konveksnih kombinacija elemenata A™x(t,)
Konvergira jako ka y i niz istih konveksnih kombinacija elemenata x(t,)
konvergira jako ka x. Kako je A™ zatvoren, to vrijedi data tvrdnja.

Posljedica 2.5 Ako x € D(A™™Y) i lim;_ot 2| T, (O)x|| = 0, tada je T,(t)x = 0
za svakot € R.

Dokaz. Na osnovu Posljedice 2.4 imamo da A"x = 0. Sada, koriste¢i Taylorovu
formulu, lahko dobijamo da je T,,(t)x = 0, $to smo i trebali dokazati.

Sada ¢emo dati definiciju zasi¢enja.

Definicija 2.6 Neka je X Banachov prostor, a Y linearan podprostor od X i

T(t) (t > 0) familija linearnih operatora sa Y u X. Pretpostavimo da postoji
pozitivan broj r takav da za sve y € Y relacija

IT®I = o(t™) (t » 0,) daje T(t)y = 0 za svako t > 0, dok F{T(t);Y,X} =
{y eY:IT®yll = 0@™)(t = 0,)} sadrzi sam oone y tako da je T(t)y # 0 za
svako t > 0. Tada kaZemo da je polugrupa {T(t); t > 0} zasi¢ena u (Y, X) sa redom
O(t") i F{T(t); Y, X} je njena Favard klasa.

Teorema 2.7 Predpostavimo da je C(t)¢eg kosinusna operatorska funkcija i
¢2k

n—-1
T.(6) = C(t) — Z ot
k=0

nije identicki jednak 0 € B(X)za svako t > 0. Tada {T,(t)} je zasicena u
u(D(A™1), X) sa redom O(t*"™) i Favard klasa je D2"*.
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Dokaz. Na osonovu Leme 2.1, Leme 2.3 i Posljedice 2.5 mi trebamo jo§ samo
pokazati da 5,[:“‘1 sadrzi element y takav da vrijedi T, (t) # 0 za svako t > 0. Da
bismo ovo pokazali, pretpostavit cemo suprotno, tj. da za svako y € D, i svako
t > 0 vrijedi T;,(t)y = 0. Na osnovu ove pretpostavke dobijamo da vrijedi
ary = 2 (0)y = T2V (0)y = 0.

Odavde dobijamo da je A™ = 0 € B(X), jer znamo da je A™ zaztvoren operator, &iji
je domen gust u X. Koriste¢i sada Taylorovu teoremu, dobijamo T,,(t)y =0 €
B(X) za svako t > 0, $to je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme da je T, (t) #
0, ¢ime je teorema dokazana.

Posljedica 2.8 Pretpostavimo da je C(t) kosinusna operatorska funkcija i
2k

n—-1
T.(6) = C(t) — Z it
k=0

nije identicki jednak 0 € B(X) za svako t > 0 i neka je X refleksivan Banachov
prostor. Tada je

F{T,(6); D(A"1), X} = Dy

Dokaz.Kako su ispunjen uslovi Teoreme 2.7, tada x € 57[3"'1 akko je funkcija
t~2"T,(t)x ogranitena u okolini tacke t = 0. Sada prema Teoremi 1.4 za neki niz
{t,} - 0 vrijedi

w
t,~2"T,(t,.)x —y. Koriste¢i Posljedicu 2.4, dobijamo da x € D(A™). Sada Teorema
2.11 daje datu tvrdnju.
Mi ¢emo posmatrati ponaSanje zasi¢enja operatora

2k
A* ER

n—1
S0 =0 - ) o
k=0
na D(A*"_l), gdje je n pozitivan cio broj. Napomenimo da familija dualnih

operatora {C(t)*:t € R} nije u pravilu jako neprekidna na X*. Mi ¢emo ga zvati
konjugirana funkcija u odnosu na C(t).

Lema 2.9 Ako je A infinitezimalni generator kosinusne operatorske funkcije C(t),
tada vrijedi

A=A (k=12..).

Lema 2.10 Neka x* € D(A*n_l), tada vrijede sljedece izjave:
a) Ako x* € D(A*™), tada ||S;;(O)x*|| = 0(t*™) kad (t - 0).
b) Ako lim,_ot~2"||S;;(£)x*|| < oo, tada x* € D(A™),
c) Ako lim_ot=2"||S; (t)x*|| = 0, tada S;,(t)x* = 0* zat € R.
Dokaz. a) Pretpostavimo da x* € D(A™), odnosno x € D(A™). Tada vrijedi

(S22 = {[c - Thod s 4 o 2} =
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n—1 t2k Tos t(t—s)? 1 _
{ [C(t) Xi= =0 i ]x}_ [x A fy Gy C()xds ] =
_ x4 rt(t— S)
= [A” x* D) C(s)xds ]
Kako je D(A™) zatvoren u X, dobijamo da za svako x € X vrijedi:

)Zn 1

Sr()x*,x) = |Ax* f(—(](s)xds

Dakle, za 0 < |t| < 1 dobijamo:
t=2|SE (O)x*|| < ||A"*x*

-(2n)!7t sup [IC(S)] < oo,
0<|t|=1

odakle slijedi i nasa tvrdnja.

b) Pretpostavimo daje {tj} niz realnih brojeva koji knvergira ka 0 i takav da vrijedi

Deﬁms1m0 sada H, = {(Zn)!_1 tj_an,’{(tj)x*:j > r} za =12,.. i neka je
G, w* —zatvorenje u odnosu na H,- u X*. Odavde slijedi da je G, strogo ogranicen i
po Alaouglovoj teoremi kompaktan u w* —topologiji na X*. Niz G, je opadaju¢i i
ima osobinu kona¢nog presjeka, dakle, postoji y* € Ny=, G- -

Neka sada x € D(A™). Tada prema Lemi 2 1 vrijedi:

(2n)! t2
Arx = limy_o 2 [C(0) - Sz s AF] x @1

S druge strane, y*x € N2, G.x € Ny=; H.x , $to znadi da postoji podniz {tjm}

niza {tj} sa osobinom b, = tjm(x) — 0 kad (m — o0) i takav da vrijedi
k

Tim (@, =2ns; (1, ) x) = 07,0
Kako je x* € D(4*"),(k = 0,1, ...,n — 1), dobijamo da vrijedi:

MNen] x} -
— tim (@6, 75; (5,) %) = 070

n—-1 2k
* AN — i * =14+ -2n .
(x*,A"x) = nlllggo {x ,(2n)! t [C (t
odakle slijedi da x* € D (A™").

Tm

c) Ako je pretpostavka ispunjena, tada, koriste¢i dokazanu tvrdnju pod b),
dobijamo da x* € D (A™"), a odavde po Lemi 2.9 vrijedi x* € D(4*™). Ako
C;(t)(t € R) oznacava kosinusnu operatorsku funkciju pridruzenu C(t), i Ag
njen generator, tada iz [6] i Leme 2.9 dobijamo da vrijedi x* € D(A’(‘)n_l) i

* * * n—1 t2k Y4 *
S®x" =|cs(6) - Thd oAb |xater

To znaci da su ispunjeni uslovi Posljedice 2.5 i time je dokaz zavrSen.
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Teorema 2.11 Ako je C(t) kosinusna operatorska funkcija, tada su sljedeci uslovi
ekvivalentni:

a) T,(t)x = 0 za svako x € D(A™1),t € R,

h  AEB),A=0i[C(t) = z’,};g%Ak] za savko ,t € R,

c) Sy ()x* = 0" za svako x* € D(A*n_l), teR

Stavise, ako nijedan od ovih uslova ne vrijedi, tada je {S;;(t)} zasi¢en u
(D(A*n_l),X*) sa redom O(t*™) i Favard klasa je D(A*™).

Dokaz. Ako je ispunjen uslov a), tada iz jednakosti (2.1) slijedi da je A™x = 0 za
x € D(A™). Kako je A™ gusto definiran i zatvoren, to dobijamo da je A™ = 0 €
B(X), $to znati da je ispunjen uslov b). Ako vrijedi uslov b), tada dobijamo da je
Sp() =T(t)" = 0" € B(X*), odakle slijedi da je ispunjen uslov c). Ostaje jo$
pokazati da iz uslova c) slijedi ispunjenost uslova a). Neka vrijedi uslov c¢). Tada
vrijedi:

(", T (D)%) = (Sp()x*,x) =0za x* € D(A™" '), x e D(A™ 1), t ER,

S druge strane, koriste¢i Lemu 2.9 dobijamo da za svaki pozitivan cio broj £ skup
D(A**) je w* gust u X*, odakle dobijamo da je ispunjen uslov a). Sto se tice
problema zasi¢enja, s obzirom na Lemu 2.10, mi jo§ trebamo dokazati da postoji
y* € D(A*™) tako da je S;(t)y* # 0* za neko t > 0. Pretpostavimo da ovo nije
taéno. Tada bismo imali (y*, T, (t)x) = 0 za y* € D(A*™),x € D(A™ 1), t € R
Odavde slijedi da je ispunjen uslov a), $to je kontradikcija s obzirom na
pretpostavku.
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COSINE OPERATOR FUNCTION AND
APPROXIMATION THEOREMS

ABSTRACT

This paper presents definition of cosine operator function, its properties, and has solved the
problem of saturation for strong continuous cosine operator function.

Keywords: cosine operator function, problem of saturation, approximation theoremes
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