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KARAKTERISTICNA FUNKCIJA JEDNACINE
STURM-LIOUVILLEA SA PRETICANJEM UZ
RAZDVOJENE GRANICNE USLOVE

Elmir Catrnja”™

Sazetak

U posljednje vrijeme doslo je do velikog napretka u teoriji direktnog i
obrnutog problema tipa Sturm-Liouvillea sa raznim vrstama kaS$njenja. U
ovom radu ¢emo posmatrati konstantno preticanje, te definisati diferencijalnu
jednalinu tipa Sturm-Liouvillea sa konstantnim preticanjem pri razdvojenim
grani¢nim uslovima. Pri tome ¢emo konstruisati rjeSenje takve jednacCine, te
formirati njenu karakteristicnu funkciju.

Kljucne rijeci: Sturm-Liouvilleov problem, karakteristicna funkcija, svojstvene
vrijednosti, razdvojeni granicni uslovi

uvoD

Na segmentu [0, r] posmatrat cemo Sturm-Liovilleovu jednaCinu sa konstantnim
preticanjem:
—y" (%) + g()y(x + 1) = AY(x), (D)

pri emu ¢emo za potencijal g(x) uzimati realnu funkciju iz L, [0, r] prostora. Za
o ., ) .. . [
preticanje t € R ¢emo uzeti da vrijedi 1 <1< 3

Ovu jednaCinu posmatrat ¢emo uz mjeSovite granicne uslove

yx) =0, zax e [m,m+ 1] 2)
y'(0) - hy(0) = 0. (3)

Napomenimo da interes za diferencijalne jednacine sa pomjerenim argumentom
vlada ve¢ dugi niz godina te da se odredeni broj rezultata moZe naci ve¢ i u
radovima iz proslog vijeka (El’sgol’ts, 1966; Pikula,1991; Norkin, 1972; Zverkin,
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A. M. et al., 1966). Medutim, do velikog pomaka u teoriji diferencijalnih jednacina
tipa Sturm-Liouvillea dolazi u posljednjih nekoliko godina (Freiling 1 Yurko, 2012;
Pikula,1991; Pikula i Marjanovi¢, 1996; Pikula i Marjanovi¢, 1999). Napomenuli
bismo, da svi ovi rezultati svoje pocCetke nalaze u teoriji obi¢nih diferencijalnih
jednacina, o ¢emu govore Myshkis i El’sgol’ts (1967) te Freiling 1 Yurko (2001).

Rjesenje jednacine

U ovom poglavlju konstruisat ¢emo rjeSenje jednacine (1). U tu svrhu dokazat
¢emo sljedecu teoremu.

Teorema 1. Jednacina Sturm-Liouvillea sa preticanjem (1) zajedno sa granicnim
uslovom y(x) = 0, x € [m, w + 1] je ekvivalentna integralnoj jednacini Volterrinog
tipa

s

y(x) = sin z( — x) — é f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt, 4)

X

Dokaz. Dokaz ¢emo izvrsiti metodom varijacije konstante. NapiSimo jednacinu
(1) u obliku:

Y’ () + Ay(x) = g(x)y(x + 1), )
Rjesenje pripadajuce homogene jednacine
Y’ () + Ay(x) = 0
traZimo u obliku y = e/, odakle dobijamo karakteristi¢nu jednac¢inu
-I*-A=0
¢ija su rjeSenja k; = — VAi ke = VA ili nakon §to uvedemo smjenu A = z2
ky = —iz, ky = iz,
sada je rjeSenje pripadajuce homogene jednacine:

y= Cleizx + Cze_"zx.
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Opce rjesSenje odredujemo metodom varijacije konstante. Sada, smatrajuci da su
C; i Cy funkcije po promjenjivoj x, diferenciranjem dobijamo

Y (x) = Cy(x)e™ + izC) (x)e™ + Ch(x)e ™ — izCy(x)e .

Stavimo da je
Ci(x)e™ + Ci(x)e ™ =0

i nadimo y’’(x), imamo
Y’ (x) = Cl(x)ize™ — C1(x)Z%e™ — C)(x)ize ™ — Cy(x)Z%e™ .
Uvrstavajuéi u jednacinu (5) dobijamo:

izx

—C(x)ize™ + izCh(x)e™ ™ = q(x)y(x + 1).
Rijesimo sistem:
Cl(x)e™ + Ch(x)e™™ =0

—Cl(x)ize™ + izCy(x)e™™ = q(x)y(x + 7).

Imamo:
e e 7 )
D=l _pein iperize | =22
0 e »
Do =] quoye s v igenies | T TI0€ TV D,
e 0 ,
DC& = _izeizx q(x)y(x + .[) = q(x)elzxy(x + I)-
Sada je: '
—1ZX
- +
() = q(x)e ‘ yx+ o
2iz
paje
T
1 —izt
Ci(x)=C; + 20 q(t)e " y(t + r)dt.
X
Takoder je

q(x)e™y(x + 1)

Cé () = 2iz
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odnosno

T
1 .
Co(x) =Co — — fq(t)e‘Zty(t + )dt.
2iz
X
Dakle, rjeSenje jednacine je
T T
1 . . 1 ) .
y=|Cy+— fq(t)e_“ty(t + 0)dt | +| Cy — — fq(t)e'Zty(t +dt. |e”™
2iz 2iz
X X

Posto je y(m) = 0 (iz (2)), to je

C1e"" + Cye™ " = 0,

tj.
Cy = —C, %7,
Sada je
A A
y==_C (e“Zt - e‘ZteZLZ”)+2—, fq(t)e_‘z”w‘y(t + 1)dt — fq(t)ewt_tzxy(t + n)dt|.
iz
X X
Koristeéi identitet , ,
. e —e ¥
sinx =
21

konacno, uzimajuéi da je C; = 1, dobijamo

T

1
y(x) = sin z( — x) — p fq(t) sin z(x — t)y(t + 7)dt.
X
Kreyszig (1978) je pokazao da Volterrina jednacina ima jedinstveno rjesenje.

Da vrijedi i obrnuto, tj. da je dobijena integralna jednacina rjeSenje Sturm-
Liouvilleove jednaCine pokazuje se jednostavnim uvrstavanjem dobijenog rjeSenja
u pocetnu diferencijalnu jednacinu.

Zaista, diferencirajudi izraz dat sa (4) dva puta dobijamo
T

1
y(x) =sinz(mr — x) — — fq(t) sin zx cos zt y(t + t)dt+
z

X
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g,

T

1
+ — fq(t) cos zx sin zt y(t + t)dt.
z

X

s
1
y(x) = sin z(w — x) — sin zx — fq(t) cos zt y(t + r)dt+
z
X
A
1
+ coszx — fq(t) sin zt y(t + t)dt.
z
X
y'(x) = —zcos z(m — x)—
1A
1 . 1
— — sin zxq(x) cos zxy(x + 1, z) — —zCos zx f q(t) cos zt y(t + v)dt+
z z
X

A
1 1
+ — cos zx q(x) sin zx y(x + 1, z) — —zsin zx f q(t) cos zty(t + t)dt,
z z
X

y'(x) = —zcos z( — x)—

1A
— COS zX f q(t) cos zty(t + t)dt—
X

— sin zx f q(t) sin zty(t + t)dt.

Sada je

y”(x) = =22 sin z(1w — x)—

s
+ zsin zx f q(t) cos zty(t + t)dt — cos zxq(x) cos zxy(x + 7)—
X

s
— ZCOS zX f q(t) sin zty(t + t)dt — sin zxq(x) sin zxy(x + 1) =
X
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= —2%sinz(t - x) — q(x)y(x + 1)+

s
+ zsin zx f q(t) cos zty(t + t)dt—
X

1
— ZCOoS zqu(t) sin zty(t + t)dt =
X

T

= —z2sinz( — x) — g(X)yY(x + 1) + z f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt.

X

UvrStavajuéi u (1) dobijamo identitet, ¢ime smo dokazali i obrat.

Primijetimo da funkcija data sa (4) zavisi ne samo od x nego i od z, pa smo strogo
gledano trebali pisati y(x, z). Medutim, zbog jednostavnijeg zapisivanja izostavljat
¢emo promjenjivu z kad god je to moguce i gdje ne utjeCe na razmatranje.

Nadimo rjeSenje jednacine (4) koriste¢i se metodom koraka, koju je Vladicié
(2013) koristio za slu¢aj konstantnog kasSnjenja uz Dirichletove grani¢ne uslove.

T ) )
Posto je T € [Z 5) moZzemo nadi ky € N takvo da je kgt < © < (I + 1)1,

preciznije ko = 3. IzvrSimo podjelu segmenta [0, ] kao Sto je prikazano

Posmatrajmo sada sljedece slucajeve,

1. x € [mr — t, ™]. Prema postavci problema je y(x) = 0 za x € [w, T + 1], pa je
y(x+ 1) =0, zax € [r— 1, ]. Sada je integral u jednacini (4) dobijene u
prethodnoj teoremi jednak nuli, pa je

s

y(x) = sin z(mw — x) — é fq(t) sin z(x — t)y(t + 7)dt.

X

= sin z( — x)
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2. xe[mn—-2t,T—1).

TC

y(x) = sin z( — x) — é fq(t) sin z(x — t)y(t + t)dt =

X
n—1

=sinz(m — x) — é f q(t) sin z(x — t)y(t + t)dt—

P
T

- é fq(t) sin z(x — t)y(t + v)dt

mn—T

Kao i u prethodom koraku drugi integral je jednak nuli, a u prvom integralu
iskoristit ¢emo rezultat prvog koraka, pa imamo:

m—1

y(x) = sin z(mw — x) — é f q(t) sin z(x — t) sin z(w — t — T)dt.

X

3. xe€[n—3t, - 21).
s

y(x) = sin z(wr — x) — é fq(t) sin z(x — tH)y(t + 1)dt =
1—21
=sinz(mw — x) — é f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt—

X
n—t

- é f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt—

n—-2t
4

- é fq(t) sin z(x — Hy(t + v)dt.

-1

Zadnji integral je kao i dosada jednak nuli. Posmatrajmo prvi integral. Kako
t ide skupom [x, m — 217], to t + t ide skupom [x + 7, * — t]. Dakle, u izrazu
y(t+ 1) promjenjiva ide skupom (1 — 21, m— t], pa mozemo iskoristiti rezultat
drugog koraka. Dobijamo:
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n—-21

f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt =

X

N |~

n—-21

= é f q(t) sin z(x — t)(C1 sinz(mr—t—1)—

X

n—T

C
— 2| gt sinz(t + T — t) sinz(w — 4 O)dt |dt =
VA

t+1
n—-21

C
= 2 | q)sinz(n -t - 1)sin z(x — H)dt—
X

n—2T T—1T

C
- f fq(t)q(tl) sinz(t + t— t1) sinz(w — & — ) sinz(x — t)dt, dt
VA
x t+r

U drugom integralu kako t ide skupom [ — 27, ® — ], t + 7 ide skupom
[t — t, m]. Dakle, u izrazu y(t + 1) promjenjiva ide skupom [ — t, 7], pa
mozemo iskoristiti rezultat prvog koraka i dobijamo:

n—t n—1

1
— f q(t) sin z(x — t)y(t + r)dt = C; f q(t) sin z(x — t) cos z(m — t — T)dt+
z
n—-21 n—-21
n—T
C: . .
+ — f q(t)sin z(x — t) sin z( — t — T)dt.
z
n—21
Sada je
m—T
1
y(x) = sin z(mw — x) + p f q(t) sin z(x — t) sin z(w — t — T)dt.
-2t

m—2T T—1T

1
-2 f f q(t)q(ty) sin z(t + T — t;) sin z(w — t; — 1) sin z(x — t)dt, dt
X t+t
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Sada je posljednjim izrazom dato rjeSenje jednacine na cijelom segmentu [O, 7].
Primijetimo, takoder, da je gornje rjeSenje moguce napisati u obliku
Yy(o) = yo(x) + y1(x) + ya(x),
pri cemu je
Yo(x) =sinz(r—x), x<m,
a yYr(x), kk € {1, 2} su dati rekurzivno izrazom
n—kt

_71 f sinz(x — ) q(Oyi—1(t+ 1) dt, x<m—kt
Yi(x) = X

0, x> m—kt

Karakteristicna funkcija

Navedimo prvo dvije definicije i teoremu koja daje vezu izmedu njih.

Definicija 1. Sa L, oznacimo operator definisan sa (1), (2) i (3), tj. operator

L(y(x)) := —=y" (%) + g(x)y(x + 7).

Definicija 2. Ako je skup svojstvenih vrijednosti operatora L, identi¢an skupu
nula funkcije F, tada funkciju F zovemo karakteristicna funkcija operatora L.

Teorem 2. A = z2 je svojstvena vrijednost operatora L, ako i samo ako je F(z) = 0.

Odredimo sada karakteristi¢nu funkciju operatora L.

RjeSenja jednacine (1) pored uslova y(x) = 0, x € [&, T+ 1] trebaju zadovoljavati
i uslov (3). Posto je:

y'(x)=—zcosz(m— x) + f q(t)cos z(x — t) sin z(w — t — ©)dt—

m—-21
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n—2T T—1T

1
- — f fq(t)q(tl) sinz(t + T — t;) sin z(mw — t; — 1) cos z(x — t)dt;dt
z
X t+t

imamo da je:
n—t
1
y(0) =sinz(mw — 0) + — f q(t)sin z(0 — t)sin z(w — t — T)dt—
z
n—-2t
n—-2T1 -1
1
- f fq(t)q(tl) sinz(t + t—ty)sinz(w — t; — 1) sin z(0 — t)dt,; dt =
z
0 t+t
n—t
1
=sinzm — — f q(t) sin zt sin z( — t — T)dt+
z
n—-21
m—-2T T—1
1 . . .
+ f fq(t)q(tl) sin z(t + T — ty) sin z(w — t; — 1) sin ztdt; dt
z
0 t+t
1
n—t
y'(0) = —zcoszm + f q(t) cos zt sin z(w — t — 1)dt—
n—-21
m—2T -1
1 . )
- = f fq(t)q(tl) sin z(t + T — t;) sin z(w — t; — 1) cos ztdt, dt
z
0 t+t

Uvrstavajuéi u (3) dobijamo jednakost:
mn—t
— ZCOS Zm + f q(t)cos ztsin z(m — t — T1)dt—

n—-21

m—2T T—1T

1
- - f fq(t)q(tl) sinz(t + T — t;) sin z(w — t; — 1) cos ztdt, dt =
z
0

t+1
-1

1
= h|sinzmr — — f q(t) sin zt sin z( — t — T)dt+
z

n—-2t
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m—-2T T—1

1
+; f fq(t)q(tl) sin z(t + T — t) sin z(w — t; — 1) sin ztdt, dt
0

t+1t

Sredivajuci gornji izraz i dijelei ga sa z zakljuCujemo da je funkcija
n—1
h . 1 : :
F(z) =coszm+ —sinzm + — f q(t)sin zt sin z( — t — T)dt+
z z

0
T

TE_
h
Tt f q(t)cos ztsin z(mw — t — 1)dt—
z
0

m—-2T -1

1 . . .
- = f fq(t)q(tl) sinztsin z(t + T — t;) sin z(w — t; — 1)dt dt; +
z
0

t+t
m—-2T -1

h
+ s f fq(t)q(tl) cosztsinz(t+ t—ty)sinz(n — t; — 1)dt dty
0

t+t

karakteristicna funkcija operatora L,.

ZAKLJUCAK

U ovom radu smo konstruisali rjeSenje Sturm-Liouvilleove jednacine sa kons-
tantnim preticanjem te izveli karakteristi¢nu funkciju operatora L, uz razdvojene
grani¢ne uslove. Ova karakteristina funkcija ¢e nam u daljem radu koristiti za
analizu direktnog problema i asimptotike svojstvenih vrijednosti operatora L., i
biti vazna formula za rjeSavanje obrnutog problema.
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Characteritic function of the equation Sturm-Liouville
with overtaking with separated boundary conditions

Abstract

Lately, there has been a great progress in the theory of differential equa-
tions of Sturm-Liouville type with different delays. In this paper, we will
observe overtaking and define the differential equation of Sturm-Liouville
type with constant overtaking with separated boundary conditions. In doing
so, we will construct a solution of such equations and form its characteristic

function.

Key words: Sturm-Liouvilleov problem, characteristic function, eigenvalues,
separated boundary conditions
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