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Tri dokaza Heronove formule

Anes Z. Hadziomerovic

SAZETAK: Izratunavanje povrsina neke figure jedan je od vaznih zadataka s kojim se &esto susre¢emo. Ako je figuru
moguce rastaviti na trouglove, tada se povrsina figure dobije kao zbir povrsina trouglova. U tom slucaju koristimo
Heronovu formulu.

Ovaj ¢lanak sadrZi jedan od izuzetno zanimljivih i elegantnih dokaza Heronove formule srednjoskolca Milesa Edwardsa,
objavljenog u American Mathematics Monthly. Ono Sto je posebno zanimljivo je upotreba kompleksnih brojeva, i dokaz
koji je baziran na jednom trigonometrijskom identitetu.

U ovom radu se bavimo dokazom Heronove formule u okviru razlicitih postupaka. Navest ¢emo tri dokaza.

Kljucne rijeci: Heronova formula, povsina, trougao, teorem

Three Proofs of Heron's formula

ABSTRACT: Calculating the surface of any figure is one of the most important problems that we often meet, if the
figure is possible to divide in several triangles, than the figure's surface is the sum of the surfaces of those triangles.
In that case, we use Heron's formula for the surface.

This paper contains one of interesting and elegant proof of the Heron’s Formula obtained by high school student Miles
Edwards, published in American Mathematics Monthly. The proof is interesting for its usage of complex nhumbers. And
the proof wich is based on a tigonometry identity.

This work mainly considers evidence of Heron's formula using different approaches. The three evidences will be
presented.

Keywords: Heron's formula, surface, triangle, theorem
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IzraCunavanje povrsine neke figure Cest je zadatak. s
Ako je figuru moguce rastaviti na trouglove, tada se
povrsina figure dobija kao zbir povrsina tih trouglova.

_a+ b+c
T2
gdje su a, b i c duzine stranica.

Najéesce se povrsina ra¢una iz poznatih duZina stranica Formula je objavljena na samom pocetku Heronove
ili se ove prethodno izratunavaju iz poznatih elemenata knjige Metrica, koja je pronadena 1896. u
koji odreduju trougao. U tom se sluéaju za povrsinu Konstantinopolu (vise o tome u radu Sullivan, 1987).
koristi Heronova formula. Sama formula pripisuje se i Arhimedu (287-212. p.n.e.),

s obzirom da je Metrica zbirka matematickih znanja
kojima je raspolagao anticki svijet, te je moguce da ju
je Heron samo zabiljeZio. Prema izvoru Kurepa (1986),
Heron je Zivio u prvom stolje¢u p.n.e., dok je prema
Sullivanu (1987) to bilo u prvom stoljecu n.e.

Formula ekvivalentna Heronovoj, a zapisana u obliku:

Jedan od najpoznatijih matematiCara u razdoblju oko
1. stoljeca p.n.e. bio je Heron iz Aleksandrije. Njegovo
glavno djelo Metrica sastoji se od tri knjige koje se bave
povrSinama i zapreminama u kojima postoje samo
primjeri, bez dokaza.

Osnovna ideja ovog Cclanka jeste prikaz dokaza
Heronove formule objavljenog u American Mathematics

Monthly i dokaz koji se bazira na jednoj 1 2002 _ p2\2
trigonometrijskoj jednakosti, ali ¢emo prvo pokazati P =2 |a2c? _<L>

kako se do sada izvodio taj dokaz u srednjoskolskim 2

udzbenicima.

POVRSINA RAZNOSTRANICNOG TROUGLA bila je poznata i u drevnoj Kini, a otkrivena je

nezavisno od Grka. Nju moZemo naci u djelu Devet
knjiga o matematickoj vjestini (Shushu Jiuzhang), koje
je objavio Qin Jiushao 1247. godine.

Formula za izraCunavanje povrsine raznostrani¢nog
trougla kojem su poznate duZzine sve tri stranice:

P=s(s—a)(s—b)(s—c)
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Standardni dokaz

Kao sto smo vec vidjeli u povSinama raznostrani¢no
trougla, Heronova formula se moZe zapisati u obliku
teorema na sljedeci nacin (Dakic i Elezovi¢, 2001):

Teorem 1. Ako stranice trougla imaju duZine a,b ic,
tada je povrsina tog trougla data sa

P=1s(s—a)(s—b)(s—c) (1)

Dokaz

Neka je € vrh trougla, takav da mu je pripadni ugao
ostar. Neka je N podnozje visine iz vrha C. Tada je
|CN| = v.. Neka je |AN|=x, tada je |NB|=|AB| -
|AN| = ¢ — x.

C

[ ]
N c=x B

A x

Slika 1. Trougao AABC s pripadaju¢om visinom

Kako je trougao AANC pravougli, a katete mu imaju
duzinu x, v, i hipotenuza duZinu b, po Pitagorinom
teoremu vrijedi

v.2 = b? — x2. @)

Obzirom da je ACNB pravougli, a katete mu imaju
duzinu v,, ¢ — x i hipotenuza duzinu a, po Pitagorinom
teoremu vrijedi

vt =a?— (c—x)% 3)

12 (2) i (3) slijedi
b2 —x2=a?-(c—x)?

2 2

=a?—c? + 2cx — x?,
2cx = —a? + b? + ¢?
—a?+ b+ (4)

2c

Uvrstavanjem (4) u (2) dobije se

2 2 2\ 2
v62=b2_<—a +b +c)
2c

—a? + b? + c? —a? + b% +c?
2c 2c

2bc + a? — b? — c?\ (2bc — a? + b? + c?
2c 2c

a? —(b—c) (b+c)2—a?
(=)

((a—b+c)(a+b—c))((b+c—a)(b+c+a)>
2

2c
_ (a=b+c)a+b—-c)b+c—a)(b+c+a)
- 4c? )
s(2s —2a)(2s — 2b)(2s — 2¢)
4c?
_4s(s—a)(s=b)(s—o0)
= = )

cvc

— = \/s(s —a)(s—=b)(s—c),
P=.s(s—a)(s—b)(s—c),

Sto je traZzena Heronova formula (1).

Dokaz upotrebom kompleksnih brojeva

U ovom poglavlju éemo izloZiti dokaz koji se moze naci
u literaturnom izvoru Edwards (2007).

Neka je I
poluprecnika r.

srediSte upisane kruznice AABC

Neka su dalie a=y+2z, b=x+2z, c = x+y duzine
stranica na suprot vrhova A4,B i C. Primijetimo da je
polovina obimadatasas =x+y + z.

Ocgledno da je

20+ 2B+ 2y =2m
at+pf+y=m.

Koriste¢i poluprecnik upisane kruznice r, realne
brojeve x, y, z, u, v i w te uglove «a, § i y, definiSemo
kompleksne brojeve

(r+ix), r+iy)i(r+iz)

takve da je:
r+ix=ue® r+iy=vef, r+iz=we?
Sada je
(r+ix)r+iy)(r+iz)
= (uei"‘)(veiﬁ)(wei]’) (5)
= uwwe@B+Y) = yywel™ = —yyw.

Slika 2. Trougao AABC s pripadajucim poluprecnikom
upisane kruznice
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S druge strane, lijeva strana (5) jednaka je
(r+ix)(r+iy)(r+iz)
=r¥+irix+irly+irlz—rxy
—TXZ —T1YyZ — IXyZ.
Izjednacavajudi realni i imaginarni dio dobijemo:
0=Im[r+ix)r+iy)r+iz)]=r2(x+y+2z) —xyz
Sada je

xyz

x+y+z

_ \/(s -+ z))(s —(x+ z))(s —(x +y)).

s
Kakojea=y+z, b=x+z,c=x+y
s=x+y+z

to je

S

j@—@@—m@—o
r = .

Kako je povrsina AABC jednaka zbiru povsina torugla
AAIB, ABIC i ACIA, to je vidljivo da mozemo pisati

AABC = AAIB U ABIC U ACIA.

ar br cr 1
P=—+—+;=E(a+b+c)r

2 2 (6)

=(x+y+z)r=sr

PZS_J(s—a)(s—b)(s—c)

S

P = \/s(s —a)(s—=b)(s—c)

Klju¢nu ulogu igra relacija (5) iz koje se vidi da je

proizvod kompleksnih brojeva
(r+ix)(r+iy)(r+iz)

realan broj, pa mu je imaginarna vrijednost jednaka 0.
Ova cinjenica se koristi za jednostavno izracunavanje
poluprec¢nika trougla upisane kruznice koja se na
jednostavan nacin moZze izraziti preko polovine obima
S.

Dokaz upotrebom trigonometrijskog identiteta

Dokaz provodimo u dva koraka. U prvom dokazujemo
jednu lemu, a u drugom koraku, na osnovu leme
dokazujemo Heronovu formulu.

Lema. Ako je a + B + y = m, onda vrijedi jednakost

Cta+tﬁ+ty
2 ctae 4 ctg—
92793799, )
tatﬁty
= ctg—-ctg—" ctg—.
gZ gZ gZ

Drugim rijecima, lema tvrdi da je zbir kotangensa
polovine uglova jednak proizvodu kotangensa polovine
uglova.

Dokaz leme. Neka je « + B + y = =, slijedi da je

y=n—(a+p),
y m a+p
272 2

To je

a+p
7

Y
tg==t
ctg 2 )
Pa mozemo pisati da je

a a
ctg5+ctg[2—?+ ctg% = ctgi-ctglz—g-ctg%

=ctg%-ctg§-tga-;ﬂ
=tig+iﬁ (®)
93 tg3
tg%+tg§
1—tg%-tg[2—g

Sredimo li desnu stranu u formuli (8) slijedi

ctg%-ctg'[z—g-tgazﬂ
tgy + tgg
- tg%-tglz—g ©)
tg%-}— tgg

a
1—tg7-tglz—g

Nakon sabiranja Clanova na desnoj strani jednakosti
(9) dobijemo

a B a+p
Cth'Cth'tg 2

1 1

I
t97 g5 (10)

a
tg7+tg[2—g

a
1—tg7-tg§

Sada moZemo uociti da nam je desna strana
jednakosti (10), drugi zapis formule (7)

a a
ctg5+ ctglz—g+ ctg% = cth-ctgg-ctgg.

Na taj nacin je lema dokazana.

Za dokaz Heronove formule posmatrajmo sliku, gdje
je u AABC upisana kruznica poluprecnika .

Prema slici 2. gdje su stranice a,b i c oznaene s a =
y+z, b=x+z, c=x+y, a s=x+y+z, MOZemo
primijetiti da vrijedi:

x=s—a, y=S—b z=s-c (11)

1z slike, takoder, Citamo da je

ctg%+ctg§+ctgg=§+¥+§=;. (12)
A s druge strane imamo
ctg%-ctgg-ctg%=;-%é=%. (13)
Iz formula (12) i (13) a na osnovu leme (7) vri
2= (14)
Tr r

MnoZeéi obje strane relacije (14) sa sr® uvazavajuci
(6) dobijemo da je

P? = s%r?2 = sxyz. (15)
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I konacno iz (15) i (10) dobijemo Heronovu formulu

1)

P=.s(s—a)(s—b)(s—c).
ZAKLIUCAK

Heronova formula je poseban slu¢aj formule za
povrsinu trapeza koja koristi samo njegove stranice, i
moZe se dobiti iz nje, ukoliko se uzme da je manja
osnovica trapeza jednaka nuli.

Stoga, Heronova formula je specijalni slucaj
Bramaguptine formule za povrsinu tetivnog Cetverougla,
a obje formule su specijalni sluCaj BretSnajderove
formule za povrsinu Cetverougla. U oba slucaja
Heronova formula se dobija ukoliko se za jednu stranicu
od Cetverougla pretpostavi da je duzina jednaka nuli.

U Metrici (knjiga I) Heron razmatra problem
izraCunavanja povrsine trougla stranica poznatih duZina
i nudi dva metoda za rjeSavanje problema. Zanimljivo je
to da je jedan metod baziran na 12. i 13. stavu II knjige
Elemenata:

e stav 12: U svakom tupouglom trouglu kvadrat na
strani naspram tupog ugla je veci od zbira kvadrata
na stranama koje obrazuju tup ugao za dvostruki
pravougaonik obuhvacen jednom stranom tupog
ugla (onom na dije produZenje pada spustena
normala) i rastojanjem te normale od tjemena
tupog ugla.

e stav 13: U svakom ostrouglom trouglu kvadrat na
strani naspram osStrog ugla je manji od zbira
kvadrata na stranama koje obrazuju ostar ugao za
dvostruki  pravougaonik obuhvacen jednom
stranom ostrog ugla (onom na koju je spustena
normala) i rastojanjem te normale od tjemena
ostrog ugla.

Postavlja se pitanje kako se Heronova formula izvodi
te je li potrebno da ucenici znaju taj dokaz, odnosno
hoce li se on naci u prijedlogu drzavne mature. Misljenja
sam da bi zavrSeni srednjoskolci trebali znati barem
jedan od dokaza Heronove formule.
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