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Generalisani skalarni proizvod u nekim banahovim prostorima
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SAZETAK: U ovom radu dokazujemo opravdanost davanja naziva generalisani skalarni proizvod jednoj novoj funkci-
ji, uvedenoj u radu (Vajzovi¢, 2005), u kompleksnom, refleksivnom, striktno konveksnom Banachovom prostoru s

Gateaux-diferencijabilnom normom.
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Generalized Inner Product in Some Banach Spaces

ABSTRACT: In this paper we prove the justification of naming a new function introduced in the paper (Vajzovic,
2005) in a complex, reflexive, strictly convex Banach space with a Gateaux-differentiable normas generalized scalar

product.
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uvobD

U radu (Vajzovi¢ i Sahovié, 2005) je u X, X
kompleksan, refleksivan, striktno konveksan Banachov
prostor s Gateaux-diferencijabilnom normom, uvedena
funkcija

(x,y) = (x,y) — i{x,y), x, yeX, (1)

pri ¢emu je funkcija (-,'): X x X - R definisana sa

llx+tyll—llx]|
t

(x,y) = llx|llim , X,y €X, ()

a kasnije koriétena u radovima (Sahovi¢, Vajzovié i
Peco, 2012) i (Sahovi¢, Vajzovi¢ i Peco, 2014).

Uvededi novu operaciju sabiranja u prostor X,
pokazacemo (teorem 2.1) da je u takvom prostoru,
funkcija definisana sa (1.1), generalisani skalarni
proizvod u sljedecem smislu:

a) za svaki xeX,(x,y) je neprekidan linearni
funkcional po yi vrijedi
[, )| < llxllllyll, x, yeX (nejednakost Cauchy-
Schwarz-Buniakovskyog),

b) funkcija (-,-) je antilinearna po prvoj varijabli.

Uvedimo neke pojmove i teoreme koje ¢emo koristiti
u radu.

Tapia je u (Tapia, 1973) pokazao da je svaki
normirani linearni prostor X prostor s generalisanim
skalarnim proizvodom (-,-) u smislu da je
a) llxlI>=(xx), x€X,

b) Kx, ) < llxllllyll, (nejednacina Caushy-Schwarz-
Buniakovsky)

c) Ako je [x,y] skalarmni proizvod u X, tada je
(x,y) = [x,y] za svaki x, yeX.

Pri tome se smatralo da je X realan prostor. Tvrdnja
c) vrijedi u tom sluaju. U slucaju kada je X
kompleksan Hilbertov prostor, vrijedi (x, y) = Re[x, y].

Iz same defincije funkcije (), lako slijede sljedece
osobine:

1) (ax,y) =(x,ay) = alx,y), a=0,

2) (Lyi+y2) <oy +(0y2) xyLy, €X

3) Kxy1) — (vl < My, — yll, %91, 52 € X.

Definicija 1. Ako u normiranom linearnom prostoru
X postoji }:l_l)’rgw za svaki x, y € X, tada za normu
u X kazemo da je Gateaux-diferencijabilna.

Teorem 1. Sljedece izjave su ekvivalentene
a) Norma u X je Gateaux-diferencijabilna.
b) (ax,y)=a(x,y), a € R,
c) (x,ay)=alx,y), a ER,
d) oy +y2) =y)+xy2) v,y €X

e) (xy)=J(x)(¥), gdie je za xe€X,j(x) =
{f e X fIh=llxll, £Co = llxl?3,

f) J(x) ima samo jedan elemenat.

Dokaz da je izjava a) ekvivalentna izjavi f) je dao
Mazur (1933). Ostalo je dokazao Tapia (1973).

Definicija 2. Za normirani linearni prostor X kazemo
da je striktno konveksan, ako

[lx +yll = llxll + llyll = x = ay
Zanekirealana =0, ix,y € X.

Teorem 2. Ako je norma u X Gateaux-diferencijabilna i
ako je X striktno konveksan, tada su sljedece izjave
ekvivalentne

51



Godina X, Broj 10

Educa, Casopis za obrazovanje, nauku i kulturu

a) ) =llxll -yl

b) x=ay

zanekirealanaix,y € X.
Dokaz. Tapia (Tapia, 1973).

U Tapia, 1973. je dokazan sljedeci teorem.
Teorem 3. Neka je X realan Banahov prostor.
Tada vrijedi "Riesz representation teorem":
Za svaki § € X* postoji x5 € X takav da je

llxsll = 181 i {xs,¥) = 6(y) zasve y € X

ako i samo ako je X refleksivan s Gateaux-
diferencijabilnom normom. Uz to, xs je jedinstven i
preslikavanje § — x5 je neprekidno iz X* (pri ¢emu je
X* snabdjeven norma topologijom) u X (pri cemu je X
snabdjeven slabom topologijom) ako i samo ako je X
jos i striktno konveksan.

GENERALISANI SKALARNI PROIZVOD

Neka je X kompleksan, refleksivan, striktno
konveksan Banachov prostor S Gateaux-
diferencijabilnom normom. Uvedimo u X novu
operaciju sabiranja ,+" sa

xFy =07 () +971(), x,yeX, 3)

pri ¢emu smo sa ¢ oznadili transformaciju koja

svakom SeX* pridruzuje x5 € X (vidjeti Teorem 3), X*
dualni prostor prostora X.

Kako je prostor X snabdjeven ovom novom
operacijom sabiranja ,¥", izometricki izomorfan
prostoru X*, to prostor (X,¥) moZemo poistovjetiti s
prostorom X* i pisati X* = (X, ¥).

Teorem 4. U prostoru (X,¥), X kompleksan,
refleksivan, striktno konveksan Banachov prostor s
Gateaux-diferencijabilnom normom, funkcija,
definisana sa (1), je generalisani skalarni proizvod u
sljedecem smislu:

za svaki xeX, (x,y) je neprekidan linearni funkcional
po y i vrijedi:

a) 1l < lxlllyll, x, yeX,
b) funkcija (--) je antilinearna po prvoj
varijabli.

Dokaz. Dokaz tvrdnje pod a) direktno slijedi iz
definicije (1), osobina funkcije (-,-), definisane sa (2),
navedenih u uvodu, cinjenice da je prostor X
kompleksan, refleksivan, striktno konveksan Banachov
prostor s Gateaux-diferencijabilnom normom i Teorema
3.

Dokazimo tvrdnju pod b).

Stavimo
llxF ey ll=llx]l
t

(x,y)" = Ilx[l lim , X,y EX, 4 .

Vrijedi
(x,y)"=(y,x)zasvex,yeX, (5) .
Zaista prema (4), za ||x|]| = 1 imamo
N _ lxFeyll =1
6y = llxll lim————=
1+ t(y,x)—1

> lim———— "~ =
2 =

jerje xFty = p(¢71(x) + 071 (ty)) i
lxFeyll = llo~1(x) + o 1ty lI=
= sup |(¢71(x) + o1 (ty)) W)| =

llull=1
> (7)) + 971 (ty)) () = (x, x) + (ty,x) =
=[xl + t{y, x) = 1 + t{y,x) za x|l = 1.
Zbog refleksivnosti prostora X i X*, za svaki
t=1,0 mozemo nadi x, € X, ||x.|l = 1, tako

lxFeyll = (xFty, x,).
Tada za ||x|| = 1, imamo
IxFeyll = llxll (cFey,x) = llxll

t - t B

x) + 1y x) — Il

= ; .
Zbog (x, x;) < x|l - lx¢|l = llx|l, iz posljednje jednakosti
slijedi

llaFeyll = llxll _ ey, xe) _

. S—= () x¢).

Odavde, zbog toga Sto je
lxFeyll = el lxeFeyll =l
m <

(x,y)" = lim . < .

11 1 . - Fty|l- .7
za sve t=1,7,,—, Jer je Iy i=Ixl - eopadajuéa
funkcija od t, imamo

A 11 1
(x,y)" <(y,x;)zasvesve t= PEETRREARE

n
Niz  {x;}, t= %i% je ogranifen niz u
refleksivnom prostoru, pa se iz njega moze izdvojiti
podniz, kojeg ¢emo ponovo oznaciti sa x., koji slabo
konvergira ka nekom x, kada ¢t — 0, Sto piSemo

Xt 5 xo(t - 0)

i za koji vrijedi (x,y)" < (y, x;).
Otuda, pustajuci da t — 0 iz pposljednje nejednakosti
dobijamo

(x,3)" < (¥, %) (6)
Pri tome je [|x,ll < 1 (jer je x|l = 1 za sve
e=11 1 xl,x)

- 1;2; :n; t 0/

S druge strane, vrijedi
lxFeyll = (xFty, x.) = (x,x,) + (v, %) = (x, %)
kada t — 0 (preko ovog podniza).
Ali, ocito vrijedi i
[lxFtyll = llx|lkada t — 0.
Otuda, imamo
llxll = {x, xo)-
Odavde, i iz [|x]| = 1, |Ixoll < 1, slijedi
1= |lx]l < llxll - llxoll <1-1 =1, odakle je [|x,ll = 1.
Znadi, imamo
(6, x0) =1 = llx - llxoll,

odakle, zbog striktne konveksnosti prostora X, slijedi
X = Xop-

Sada iz (6) dobijamo {(x,y)" <(y,x) Sto zajedno sa
(x,y)" = (y,x) daje (5).

Iz definicije 1, (5), linearnosti (-,) po drugoj
komponenti i zbog toga Sto je
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(ix,iy) = (x,y) i {y,ix) = (—iy,x) za sve x,y € X, slijedi
dazasvakil=a+iB, a,f €R, i =v—1 vrijedi

x6,y)" = ((a+iB)xy) =

=((a+iBxy) —i{(a+if)x,iy)" =
= (y, (a + if)x) — i(iy, (a + if)x) =
= a(y, x) + By, ix) — ia(iy, x) — if(y,x) =
=(a —ip)y, x) — iy, x)] =
=(a—-ip)xy)" =
=(x,y)",

ggje smo sa (;,)" oznacili () u odnosu na operaciju
A

Primjedba 1. Pokazuje se da kompleksan,
refleksivan, striktno konveksan Banachov prostor s
Gateaux-diferencijabilnom normom, snabdjeven
skalarnim proizvodom definisanim sa (1), ima neke
osobine iste ili slicne Hilbertovom prostoru (rad Peco,
Sahovi¢ i Vajzovié, in press).
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