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Jedna klasa Banachovih prostora i teorem o projekciji

Amina Sahovi¢

SAZETAK: U ovom radu se bavimo refleksivnim, striktno konveksnim (kompleksnim) Banachovim prostorom X sa
Gateaux-difrencijabilnom normom i sa generalisanim skalarnim proizvodom i dokazujemo da za svaki xeX i za bilo
koji (zatvoren) potprostor L prostora X postoji tacno jedan x,eL takav da je x — x, okomit na L. Ovaj rezultat je
generalizacija Cuvenog teorema o projekciji u teoriji Hilbertovih prostora.
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Jekciji

One Class of Banach Spaces and the Projection Theorem

ABSTRACT: In this paper we consider a reflexive, strictly convex (complex) Banach X with Gateaux-differentiable
norm and generalized inner product, and we prove that for every xeX and for any closed subspace L of X there
exists a unique xyeL such that x — x, is orthogonal to L. This result is the generalization of the famous projection

theorem in Hilbert space theory.
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uvoD

U ovom radu ¢emo izloZiti jedan rezultat do kojeg
smo dosli pri istrazivanju osobina jedne klase
Banachovih prostora. Promatrali smo refleksivni,
striktno konveksan Banachov prostor X sa Gateaux-
diferencijabilnom normom. Pokazalo se da ovaj prostor
ima neke osobine iste ili sliche osobinama Hilbertovih
prostora. U ovom radu ¢emo pokazati da za svaki xeX i
za bilo koji (zatvoren) potprostor L prostora X postoji
tatno jedan x,eL takav da je x —x, okomit na L.
Ortogonalnost, o kojoj se ovdje govori, odnosi se na
generalisani skalarni proizvod, kojeg smo uveli u radu
(Vajzovi¢, 2005) i kasnije koristili u nekim nasim
radovima (Sahovi¢, 2008), (Sahovi¢, 2012) i (Sahovic,
2014). Ovaj rezultat je generalizacija ¢uvenog teorema
o projekciji u teoriji Hilbertovih prostora.

Zbog razumijevanja izlozenog u radu, navest ¢emo
sljedece pojmove i tvrdnje.

DEFINICIJA 1. Za normu normiranog linearnog
prostora X se kaZze da je Gateaux-diferencijabilna ako

ltingw postoji za sve x, yeX.

DEFINICIJA 2. Za normiran linearan prostor X se
kaze da je striktno konveksan ako
llx + yIl = llxll + lyll = x = ay
zanekirealan a > 0 i x, yeX.
U radu [Tapia. 1973], u slucaju realnog Banachovog
prostora X, generalisani skalarni proizvod je uveden
funkcijom

IIx+tyll=lIxIl

(¢, y) = llx|l - lim X,y EX (1)

i dokazano je da vrijedi:

a) (ax,y)=(x,ay)=alx,y), a=0,
b) (x,y1+y2) <{6y1) + (X y2) x,y1,¥2 €X,
O Key) =yl < llxllllyy — y2ll, x,y1,y2 €X
i da vrijede sljedeca tri teorema:

TEOREM 1. Sljedece izjave su ekvivalentne:
a) norma u X je Gateaux-diferencijabilna.
b) (ax,y)=a(x,y), a €R,
) (x,ay)=alx,y), a€R.
d) oy +y2) =y + {6 y2), %y, €X.
e) (xy)=J()(y), gdiejezax eX

JO) ={f € X5 NfI = lIxll, f(x) = llx|I?}.
f) J(x) ima samo jedan elemenat.

TEOREM 2. Ako je norma u X Gateaux-
diferencijabilna i ako je X striktno konveksan, tada su
sljedece izjave ekvivalentne:

a) 1y =llxll -yl

b) x=ay
zanekirealan a i x,y € X.

TEOREM 3. Neka je X realan Banachov prostor i X*
njegov  dualni  prostor. Tada vrijedi ,Riesz
representation theorem":

Za svaki § € X* postoji x5 € X takav da je

llxsll = 181 i {xs5,¥) = 6(y) zasvey € X
ako i samo ako je X refleksivan sa Gateaux-
diferencijabilnom normom.
Uz to, x5 je jedinstven i preslikavanje & — x5 je
neprekidno iz X* (pri ¢emu je X* snabdjeven norma

23



Godina XII, broj 12

Educa, ¢asopis za obrazovanje, nauku i kulturu

topologijom) u X (pri ¢emu je X snabdjeven slabom
topologijom) ako i samo ako je X jos i striktno
konveksan.

U radu (Vajzovi¢, 2005), u kompleksan, refleksivan,
striktno konveksan Banachov prostor X sa Gateaux-di-
frencijabilnom normom uveden je generalisani skalarni
proizvod sa

(xy) =0 y)—ilx,iy), x,y € X (2)

Za sve x€X, (x,y) je neprekidan linearan
funkcional po v i za sve x,y € X vrijedi

[Ce, | < llxllIyll.

Vise 0 osobinama funkcije (2) moze se vidjeti u radu
(Sahovi¢, 2017).

TEOREM O PROJEKCIJI

Neka je X refleksivan, striktno konveksan Banachov
prostor sa Gateaux-difrencijabilnom normom.

Prvo ¢emo dokazati teorem o projekciji u slucaju
kada je X realan prostor u koji je uveden generalisani
skalarni proizvod funkcijom (1).

TEOREM 4. Ako je L bilo koji (zatvoren) potprostor
realnog prostora X, tada za svaki x € X postoji tatno
jedan x, € L takav da je x — x, okomit na L ( j. takav
daje (x —x,, 1) =0 zasvel € L).

Ovakav vektor x, nazivamo ortogonalnom projekcijom
vektora x na potprostor L.

Dokaz.Neka je x € X proizvoljan. Dokazimo prvo da

postoji x, € L takav da je
llx = xoll = d = d(x, L), (3)
pri Cemu je d(x, L) := %relLf{IIx =113

1z definicije d = d(x, L) slijedi postojanje niza x, €
L,n=12,.. takvog da
llx = xpll = d (n— ). (4)
Odavde se lako vidi da je niz x,,ogranicen, a kako je X
refleksivan Banachov prostor (pa je svaka kugla slabo
kompaktna), to se iz niza x, moZe izdvojiti podniz,
kojeg ¢emo opet oznaditi sa x,, koji slabo konvergira
ka nekom x, kada n — oo, Sto piSemo

Xn 5o (1> ). (5)
Odavde i iz x,, € L,n=1,2,... i pretpostavke da je L

(zatvoren) potprostor Banachovog prostora X, pa
prema tome i slabo zatvoren skup, slijedi x, € L.

Osim toga, (5) implicira da kada n - o, tada
(X — X0, X — Xp) = (X — X0, X — Xo) = [|lx — x0”2_
Iz nejednakosti

|<x_x0'x_xn)| < ”x_x0||”x_xn“: (6)
zbog (6) i (4), kada pustimo da n — oo, dobivamo
llx — xoll < d.

Kako x, € L, iz posljednje nejednakosti i definicije d =
d(x, L) slijedi ||x — x|l = d.

Jedinstvenost elementa x, € L, takvog da vrijedi (3), je
oCita.

Naime, kada bi postojao joS jedan X, €L, Xy # xo,
takav da je |[x — x,|| = d, tada bi bilo x —xy # x — X i
zbog stroge konveksnosti prostora X, vrijedilo bi

| (x—xo);r(x—xT)) <d,

a ovo je nemoguce, zbog definicije d = d(x, L) i jer je
(x=x0)+(x—%Xo) Xo+Xg : XotXo
=x— i € L.
2 2 2
Dokazimo sada da je x —x, ortogonalan na L, tj.
dokazimo da vrijedi (x — x,,l) =0 zasvel € L.

Zaista, za L € L i svaki 1 € R vrijedi
[l2c—2xo+EAL|[—[|lx =0l
t

{x = x0, Al) = llx = xoll - lim =0

(jerizxy, € Lil € L slijedi x, —tAl € L, pa je zbog (3) i
definiciie d = d(x,L), llx — (xo —tAD|l = |lx — x,ll za
svet>0iA€R).

Odavde, zbog homogenosti (-,-) po drugoj komponenti,
dobijamo A{x — x,, 1) =0 za svaki A € R i | € L, odakle,
nakon dijeljenja sa A >0 i 1< 0, slijedi (x — x,,1) =0
zasvel€EL.m

1z teorema 4. i definicije funkcije (2) direktno slijedi
dokaz teorema o projekciji u slucaju kompleksnog
prostora X snabdjevenog generalisanim skalarnim
proizvodom definisanim funkcijom (2), . vrijedi
sljedeci teorem.

TEOREM 5. Ako je L bilo koji (zatvoren) potprostor
kompleksnog prostora X, tada za svaki x € X postoji
tacno jedan x, € L takav da je x — x, okomit na L ( tj.
takav da je (x —xo,1) =0 zasvel € L).
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