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Jedna klasa Banachovih prostora i teorem o projekciji 
Amina Šahović 

SAŽETAK: U ovom radu se bavimo refleksivnim, striktno konveksnim (kompleksnim) Banachovim prostorom ܺ sa 
Gâteaux-difrencijabilnom normom i sa generalisanim skalarnim proizvodom i dokazujemo da za svaki ܺ߳ݔ i za bilo 
koji (zatvoren) potprostor ܮ prostora ܺ postoji tačno jedan ݔ଴߳ܮ takav da je ݔ −  Ovaj rezultat je .ܮ ଴ okomit naݔ
generalizacija čuvenog teorema o projekciji u teoriji Hilbertovih prostora. 

Ključne riječi: Banachov prostor, G ොܽteaux-diferencijabilna norma, generalisani skalarni proizvod, teorem o pro-
jekciji 

One Class of Banach Spaces and the Projection Theorem 
ABSTRACT: In this paper we consider a reflexive, strictly convex (complex) Banach ܺ with Gâteaux-differentiable 
norm and generalized inner product, and we prove that for every ܺ߳ݔ and for any closed subspace ܮ of ܺ there 
exists a unique ݔ଴߳ܮ such that  ݔ −  This result is the generalization of the famous projection .ܮ ଴ is orthogonal toݔ
theorem in Hilbert space theory. 
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UVOD 
U ovom radu ćemo izložiti jedan rezultat do kojeg 

smo došli pri istraživanju osobina jedne klase 
Banachovih prostora. Promatrali smo refleksivni, 
striktno konveksan Banachov prostor ܺ sa Gâteaux-
diferencijabilnom normom. Pokazalo se da ovaj prostor 
ima neke osobine iste ili slične osobinama Hilbertovih 
prostora. U ovom radu ćemo pokazati da za svaki ܺ߳ݔ i 
za bilo koji (zatvoren) potprostor ܮ prostora ܺ postoji 
tačno jedan ݔ଴߳ܮ takav da je ݔ −  .ܮ ଴ okomit naݔ
Ortogonalnost, o kojoj se ovdje govori, odnosi se na 
generalisani skalarni proizvod, kojeg smo uveli u radu 
(Vajzović, 2005) i kasnije koristili u nekim našim 
radovima (Šahović, 2008), (Šahović, 2012) i (Šahović, 
2014). Ovaj rezultat je generalizacija čuvenog teorema 
o projekciji u teoriji Hilbertovih prostora.  

Zbog razumijevanja izloženog u radu, navest ćemo 
sljedeće pojmove i tvrdnje. 

DEFINICIJA 1. Za normu normiranog linearnog 
prostora ܺ se kaže da je Gâteaux-diferencijabilna ako 
lim
୲→଴

‖୶ା୲୷‖ି‖୶‖
୲

 postoji za sve ݔ,  .ܺ߳ݕ

DEFINICIJA 2. Za normiran linearan prostor ܺ se 
kaže da je striktno konveksan ako 

ݔ‖ + ‖ݕ = ‖ݔ‖ + ‖ݕ‖ ⟹ ݔ =  ݕܽ
za neki realan ܽ ≥ 0 i ݔ,  .ܺ߳ݕ

U radu [Tapia. 1973], u slučaju realnog Banachovog 
prostora ܺ, generalisani skalarni proizvod je uveden 
funkcijom  
,ݔ〉 〈ݕ = ‖ݔ‖ ∙ lim

୲↘଴
‖୶ା୲୷‖ି‖୶‖

୲
,ݔ , ݕ ∈ ܺ                    (1)        

i dokazano je da vrijedi: 

a) 〈ܽݔ, 〈ݕ = ,ݔ〉 〈ݕܽ = ,ݔ〉ܽ ܽ    ,〈ݕ ≥ 0, 
b) 〈ݔ, ଵݕ + 〈ଶݕ ≤ ,ݔ〉 〈ଵݕ + ,ݔ〉 ,ݔ ,〈ଶݕ ,ଵݕ ଶݕ ∈ ܺ, 
c) |〈ݔ, 〈ଵݕ − ,ݔ〉 |〈ଶݕ ≤ ଵݕ‖‖ݔ‖ − ,‖ଶݕ ,ݔ ,ଵݕ ଶݕ ∈ ܺ 

i da vrijede sljedeća tri teorema: 
TEOREM 1. Sljedeće izjave su ekvivalentne: 
a) norma u ܺ je Gaොteaux-diferencijabilna. 
b) 〈ܽݔ, 〈ݕ = ,ݔ〉ܽ ,〈ݕ ܽ ∈ ℝ, 
c) 〈ݔ, 〈ݕܽ = ,ݔ〉ܽ ,〈ݕ ܽ ∈ ℝ. 
d) 〈ݔ, ଵݕ + 〈ଶݕ = ,ݔ〉 〈ଵݕ + ,ݔ〉 ,ݔ   ,〈ଶݕ ,ଵݕ ଶݕ ∈ ܺ. 
e) 〈ݔ, 〈ݕ = ݔ ሻ, gdje je zaݕሻሺݔሺܬ ∈ ܺ 
ሻݔሺܬ        = ሼ݂ ∈ ܺ∗; ‖݂‖ = ,‖ݔ‖ ݂ሺݔሻ =  .ଶሽ‖ݔ‖
f) ܬሺݔሻ ima samo jedan elemenat. 
TEOREM 2. Ako je norma u ܺ Gaොteaux-

diferencijabilna i ako je ܺ striktno konveksan, tada su 
sljedeće izjave ekvivalentne: 

a) |〈ݔ, |〈ݕ = ‖ݔ‖ ∙  ‖ݕ‖
b) ݔ =  ݕܽ

za neki realan ܽ i ݔ, ݕ ∈ ܺ. 
TEOREM 3. Neka je X realan Banachov prostor i ܺ∗ 

njegov dualni prostor. Tada vrijedi „Riesz 
representation theorem“: 
Za svaki ߜ ∈ ܺ∗ postoji ݔఋ ∈ ܺ takav da je  

‖ఋݔ‖ = ,ఋݔ〉 i ‖ߜ‖ 〈ݕ = ݕ ሻ  za sveݕሺߜ ∈ ܺ 
ako i samo ako je ܺ refleksivan sa Gaොteaux-
diferencijabilnom normom.  
Uz to, ݔఋ je jedinstven i preslikavanje ߜ →  ఋ jeݔ
neprekidno iz ܺ∗ (pri čemu je ܺ∗ snabdjeven norma 
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topologijom) u ܺ (pri čemu je ܺ snabdjeven slabom 
topologijom) ako i samo ako je ܺ još i striktno 
konveksan. 

U radu (Vajzović, 2005), u kompleksan, refleksivan, 
striktno konveksan Banachov prostor ܺ sa Gâteaux-di-
frencijabilnom normom uveden je generalisani skalarni 
proizvod sa 

≕ (ݕ,ݔ) ,ݔ〉 〈ݕ − ,ݔ〉݅ ,ݔ ,〈ݕ݅ ݕ ∈ ܺ                          (2)                
Za sve  ݔ ∈ ܺ, ሺݔ,  ሻ je neprekidan linearanݕ

funkcional po ݕ i za sve ݔ, ݕ ∈ ܺ vrijedi  
|ሺݔ, |ሻݕ ≤  .‖ݕ‖‖ݔ‖

 Više o osobinama funkcije (2) može se vidjeti u radu 
(Šahović, 2017). 

TEOREM O PROJEKCIJI 
 Neka je ܺ refleksivan, striktno konveksan Banachov 
prostor sa Gâteaux-difrencijabilnom normom. 

Prvo ćemo dokazati teorem o projekciji u slučaju 
kada je ܺ realan prostor u koji je uveden generalisani 
skalarni proizvod funkcijom (1). 

TEOREM 4. Ako je ܮ bilo koji (zatvoren) potprostor 
realnog prostora ܺ, tada za svaki  ݔ ∈ ܺ postoji tačno 
jedan  ݔ଴ ∈ ݔ takav da je ܮ −  tj. takav ) ܮ ଴ okomit naݔ
da je 〈ݔ − ,଴ݔ ݈〉 = 0 za sve ݈ ∈  .(ܮ
Ovakav vektor ݔ଴ nazivamo ortogonalnom projekcijom 
vektora ݔ na potprostor ܮ. 

Dokaz.Neka je ݔ ∈ ܺ proizvoljan. Dokažimo prvo da 
postoji ݔ଴ ∈  takav da je ܮ

ݔ‖   − ‖଴ݔ = ݀ = ݀ሺݔ,                        ሻ,                        (3)ܮ
pri čemu je ݀ሺݔ, ሻܮ ∶= inf

௟∈௅
ሼ‖ݔ − ݈‖ሽ. 

Iz definicije ݀ = ݀ሺݔ, ௡ݔ ሻ slijedi postojanje nizaܮ ∈
,ܮ ݊ = 1,2, …  takvog da 

ݔ‖           − ‖௡ݔ → ݀  ሺ݊ → ∞ሻ.                       (4) 
Odavde se lako vidi da je niz ݔ௡ograničen, a kako je ܺ 
refleksivan Banachov prostor (pa je svaka kugla slabo 
kompaktna), to se iz niza ݔ௡ može izdvojiti podniz, 
kojeg ćemo opet označiti sa ݔ௡, koji slabo konvergira 
ka nekom ݔ଴ kada ݊ → ∞, što pišemo 

௡ݔ            
௪
→ ଴  ሺ݊ݔ → ∞ሻ.                        (5) 

Odavde i iz ݔ௡ ∈ ,ܮ ݊ = 1,2, …  i pretpostavke da je ܮ 
(zatvoren) potprostor Banachovog prostora ܺ, pa 
prema tome i slabo zatvoren skup, slijedi ݔ଴ ∈  .ܮ
Osim toga, (5) implicira da kada ݊ → ∞, tada 
ݔ〉 − ,଴ݔ ݔ − 〈௡ݔ → ݔ〉 − ,଴ݔ ݔ − 〈଴ݔ = ݔ‖ −                                       .଴‖ଶݔ
Iz nejednakosti 

ݔ〉|  − ,଴ݔ ݔ − |〈௡ݔ ≤ ݔ‖ − ݔ‖‖଴ݔ −  ௡‖,                 (6)ݔ
zbog (6) i (4), kada pustimo da ݊ → ∞, dobivamo  
ݔ‖  − ‖଴ݔ ≤ ݀. 
Kako ݔ଴ ∈ ݀ iz posljednje nejednakosti i definicije ,ܮ =
݀ሺݔ, ݔ‖ ሻ slijediܮ − ‖଴ݔ = ݀. 

Jedinstvenost elementa ݔ଴ ∈  takvog da vrijedi (3), je ,ܮ
očita. 
Naime, kada bi postojao još jedan  ݔ଴തതത ∈ ,ܮ ଴തതതݔ ≠  ,଴ݔ
takav da je ‖ݔ − ‖଴തതതݔ = ݀, tada bi bilo ݔ − ଴ݔ ≠ ݔ −  ଴തതത iݔ
zbog stroge konveksnosti prostora ܺ, vrijedilo bi        
 ቛሺ௫ି௫బሻାሺ௫ି௫బതതതሻ

ଶ
ቛ < ݀,  

a ovo je nemoguće, zbog definicije ݀ = ݀ሺݔ,  ሻ i jer jeܮ
  ሺ௫ି௫బሻାሺ௫ି௫బതതതሻ

ଶ
= ݔ − ௫బା௫బതതത

ଶ
  i  ௫బା௫బതതത

ଶ
∈  .ܮ

 Dokažimo sada da je ݔ −  .tj ,ܮ ଴ ortogonalan naݔ
dokažimo da vrijedi 〈ݔ − ,଴ݔ ݈〉 = 0 za sve ݈ ∈  .ܮ
 Zaista, za ݈ ∈ ߣ i svaki ܮ ∈ ܴ vrijedi 
ݔ〉 − ,଴ݔ 〈݈ߣ = ݔ‖ − ‖଴ݔ ∙ lim

௧↘଴
‖௫ି௫బା௧ఒ௟‖ି‖௫ି௫బ‖

௧
≥ 0  

(jer iz ݔ଴ ∈ ݈ i ܮ ∈ ଴ݔ slijedi ܮ − ݈ߣݐ ∈  pa je zbog  (3) i ,ܮ
definicije ݀ = ݀ሺݔ, ݔ‖ ,ሻܮ − ሺݔ଴ − ‖ሻ݈ߣݐ ≥ ݔ‖ −  ଴‖ zaݔ
sve ݐ > 0 i ߣ ∈ ܴ). 
Odavde, zbog homogenosti 〈∙,∙〉 po drugoj komponenti, 
dobijamo ݔ〉ߣ − ,଴ݔ ݈〉 ≥ 0 za svaki ߣ ∈ ܴ i ݈ ∈  ,odakle ,ܮ
nakon dijeljenja sa ߣ > 0 i ߣ < 0, slijedi 〈ݔ − ,଴ݔ ݈〉 = 0 
za sve ݈ ∈  ∎.ܮ

 Iz teorema 4. i definicije funkcije (2) direktno slijedi 
dokaz teorema o projekciji u slučaju kompleksnog 
prostora ܺ snabdjevenog generalisanim skalarnim 
proizvodom definisanim funkcijom (2), tj. vrijedi 
sljedeći teorem.  

TEOREM 5. Ako je ܮ bilo koji (zatvoren) potprostor 
kompleksnog prostora ܺ, tada za svaki  ݔ ∈ ܺ postoji 
tačno jedan  ݔ଴ ∈ ݔ takav da je ܮ −  .tj ) ܮ ଴ okomit naݔ
takav da je ሺݔ − ,଴ݔ ݈ሻ = 0 za sve ݈ ∈  .(ܮ
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